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RESUMO

A presente pesquisa tem como objetivo discutir potenciais nexos conceituais relacionados a geometria
em um livro didatico do Ensino Médio. A pesquisa fundamenta-se em aspectos histéricos da geometria
e seu ensino, ¢ na perspectiva logico-historica, juntamente com os nexos conceituais. Como objeto de
analise, foi escolhido o livro didatico da cole¢do Prisma, adotada pela Secretaria de Estado da Educagéo
do Parana (SEED) para as escolas da rede Estadual de ensino. Essa colecdo ¢ dividida em seis volumes
e o escolhido foi o de geometria. O livro é composto por quatro capitulos, dos quais foi selecionado o
quarto capitulo, sobre corpos redondos, devido apresentar, de maneira unificada, o contetido de
Geometria Plana e Espacial. A partir do quadro teérico, foram criadas as categorias de analise que
orientaram a identificag@o: i) das posi¢des das figuras, ii) da histéria da matematica, iii) das relagdes
entre figuras no plano e no espago, e iv) das relagcdes da geometria com o cotidiano e outros conceitos.
Com base nessas categorias, as paginas do referido capitulo foram analisadas com o intuito de selecionar
trechos que respondessem as questdes formuladas nas categorias de analise. Como resultado dessa
busca, foram selecionados dezesseis trechos do capitulo para realizar as analises, a partir dos quais foi
elaborada uma sintese interpretativa dos dados. Nesses trechos selecionados, observamos que o material
permite estabelecer relagdes entre as figuras bi e tridimensionais e realizar ligacdes entre diferentes
conceitos. Com relacdo as posigdes das figuras presentes nos trechos, sdo todas verticais, paralelas as
bordas do livro. Na relacdo entre objetos reais, foram identificados seis trechos que abordam essa
aproximacao. A respeito das relagdes com duas e trés dimensdes, em dez trechos foram identificadas
essas articulagdes e no que concerne a histéria da matematica, em apenas um trecho selecionado aparece
essa abordagem. A partir dos trechos selecionados e analisados, reconhecemos que ha indicios de nexos
conceituais e que estdo implicitos no livro didatico, necessitando mediag¢do dos professores para que
essas relacdes sejam trabalhadas e exploradas em sala de aula. Conclui-se que o livro didatico contribui
com o encadeamento de ensino e ¢ um material que permite diversas possibilidades para pensar aulas
de matematica.

Palavras-chave: Educacdo Matematica; Figuras Bi e Tridimensional; Perspectiva Logico-histérica;
Nexos Conceituais; Ensino de Geometria.



ABSTRACT

This research aims to discuss potential conceptual connections related to geometry in a high school
textbook. The research is based on historical aspects of geometry and its teaching, and the logical-
historical perspective, along with the conceptual connections. The textbook from the Prisma collection,
adopted by the State Secretariat of Education of Parana (SEED in its Portuguese acronym) for state
schools, was chosen as analysis object. This collection is divided into six volumes, and the one chosen
was the geometry volume. The book is composed of four chapters, of which the fourth chapter, on round
bodies, was selected because it presents, in a unified way, the content of Plane and Solid Geometry.
Based on the theoretical framework, the following categories of analysis were created: i) those that
guided the identification of the positions of the figures, ii) the history of mathematics, iii) the
relationships between figures in the plane and in space, and iv) the relationships of geometry with
everyday life and with other concepts. Based on these categories, the pages of the chapter mentioned
were analyzed to select excerpts that answered the questions formulated in the analysis categories. As a
result of this search, sixteen excerpts from the chapter were selected for analysis, from which an
interpretive synthesis of data was developed. In these selected excerpts, we observe that the material
allows for establishing relationships between two- and three-dimensional figures, and it is possible to
make connections between different concepts. Regarding the positions of the figures present in the
excerpts, they are all vertical, parallel to the edges of the book. In the relationship between real objects,
six excerpts were identified that address this approach. On the relationships between two and three
dimensions, these connections were identified in ten excerpts, and concerning the history of
mathematics, this approach appears in only one selected excerpt. Based on the selected and analyzed
excerpts, we recognize that there are indications of conceptual connections which are implicit in the
textbook, requiring mediation from teachers so that these relationships can be addressed and explored
in the classroom. In conclusion, the textbook contributes to the continuity of teaching and is a material
that allows for various possibilities for planning mathematics lessons.

Keywords: Mathematics Education; Bi and Tridimensional; Logical-historical perspective; Conceptual
nexus; Geometry teaching.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Cones, esferas e discos representando medidas...........ccceeeeerienireiiienieiicenieeene 16
Figura 2 - Representacdo de um quadrado, retangulo e triangulo...........cccceeeeeeeviiiiienieeienne. 21
Figura 3 - Representacdes de um quadrado, retangulo e tridngulo em posic¢des diferentes.....21
Figura 4 — Capa do LIVIO......couiiiiiiiiiieeee e 33
Figura 5 - Definicdo de cilindros obliquos € T€t0S .........cceeeiiieiiieiiieiiiiiiere e 43
Figura 6 - Definicdo de um cilindro de revolugdo a partir de um retdngulo .............ccceeeneeee 44
Figura 7 - Cilindro de revolucdo a partir de um quadrado ..........ccceeevvevieniiecieniieieeieeee 45
Figura 8 - Area da superficie de um cilindro 1eto ..............co.covrveeeueeveeeeeeeeeeeeeee e 46
Figura 9 - EXercicio 1€S0IVIAO .......couiiiiiiiiiiiiiiiecccces ettt 47
Figura 10 - EXercicio 1€S0IVIAO ........ooiuiiiiiiiiiiiee e 48
Figura 11 - Definicdo e contextualizagdo dO CONE ........c.eeevveeeriieeriieeieecieeeiee e 49
Figura 12 - Cone de revolugdo a partir de um tridngulo retangulo ..........ccceevevvercieencieeennneen. 50
Figura 13 - Seccdo de um cone a partir de um tridngulo isésceles e equilatero....................... 51
Figura 14 - Area da superficie de Um CONE...........co.coocvvvevrveeeeeeeeeseeeeeeees e 52
Figura 15 - Volume do CONE.........coouiiiiiiiiiiiiiee e e 53
Figura 16 - Atividade reSOIVIAa..........oooiiiiiiiiiiciieeeee et 54
Figura 17 - Contextualizagao de eSfera...........cocuiviiiiiiiiniiiiiiinieceereeeeee e 55
Figura 18 - Definicao de eSTera........cociiiiiiiiiiiiirieeceeeeee e 56
Figura 19 - Volume da esfera............oooiiiiiiiiiiiie e e 57
Figura 20 - Exercicio resolvido da esfera..........c.ceocuiieiiiieriieciiie e 58

Figura 21 - Historia da matemAtiCa ..........coeevueriiniiniiiiiniicieniesieee et 59



LISTA DE QUADROS

Quadro 1 - Distribuic¢ao dos livros didaticos

Quadro 2 - Organizacdo do livro didatico PriSma............c.cceeiiciiiiiiiniiiiiiiieiee e



AH/SD
BNCC
FNDE
LRCO
PNLD
PNLEM
RCEM-PR
SAEB
SEED
TCC

LISTA DE SIGLAS

Altas Habilidades/Superdotacao

Base Nacional Comum Curricular

Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacao

Livro de Registro Classe Online

Programa Nacional do Livro e do Material Didatico
Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio
Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana
Sistema de Avalia¢do da Educacao Basica

Secretaria Estadual de Educacao

Trabalho de Conclusao de Curso


https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1
https://www.bing.com/ck/a?!&&p=cf27622918ed1afae7fa98e722c30a0a60b40395fb1781cc48c83ba78f28271fJmltdHM9MTczMDg1MTIwMA&ptn=3&ver=2&hsh=4&fclid=3ee1023c-21c3-6b3d-3baa-137b20756a74&psq=o%2Bque%2B%c3%a9%2Bpnld&u=a1aHR0cHM6Ly9wdC53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUHJvZ3JhbWFfTmFjaW9uYWxfZG9fTGl2cm9fRGlkJUMzJUExdGljbw&ntb=1

SUMARIO

1 INTRODUGAO . .....coorneneeerererresesesesesssssesessssssssssessssssssssessssssssssssessssssssssesssessssssssssssssessssess 11
2 O ENSINO DA GEOMETRIA E OS NEXOS CONCEITUAIS NA PERSPETIVA

LOGICO-HISTORICA......couneumernnenmnscnnssensascassssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 15
2.1 Aspectos historicos da Geometria € SEU ENSINO........ccveeerereeerivreeiieeeirieeereeesreeesreeesereeeenes 16
2.2 Perspectiva logico-historica e nexos conceituais de geometria..........oeveeveerveeeieeneeeneenne. 23
3 CONTEXTO E PRESSUPOSTOS METODOLOGICOS........coevrerrerresrenssessessssesssesseses 31
3.1 CONEXLO dA PESQUISA...eeeuvveeeuerieeeiieetieeeteeesteeesseeestreeessseeessseesssseessaeesssseessseeessseeesssesansseens 31
4 ANALISE DOS TRECHOS SELECIONADOS DO LIVRO DIDATICO.......ccccocennncn. 38
4.1 Andlise dos dados selecionados do livro didético a partir do Quadro 5.........cccceevveenneenne. 42
4.2 Sintese interpretativa dos trechos selecionado do livro didatico...........cceeveveeeiieenciieennnenn. 60
5 CONSIDERACOES FINAIS.......ceoerererereneresesesesesssessssssessssssssssasesessssssssasssssssssssesessssssaes 63

REFERIENCIAS. ....eoueveveeeveseesaseesesesssasasssssssssssssssssssssssassssssssssssassssssssssasssssssssssssssssssssssasssssssens 66



1 INTRODUCAO

As ideias que nortearam esta pesquisa, relacionadas a geometria, foram abordadas de
forma inicial, anteriormente, em meu! Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC). Nesse estudo,
foi realizada uma investiga¢ao com alunos dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental com Altas
Habilidades/Superdotacdo (AH/SD) por meio da manipulagdo de um cendrio animado
construido no GeoGebra, e teve como objetivo compreender quais relagdes eles estabelecem
entre a geometria Plana ¢ Espacial®.

Ap06s finalizar a graduacdo, ingressei na Educag@o Bésica lecionando em uma escola do
campo, com disciplinas de Matematica e itinerarios® em turmas do Ensino Médio. Essa
experiéncia proporcionou olhar para a sala de aula estando dentro dela, observando e tendo
contato diretamente com os estudantes. Com base em vivéncias e experiéncias enquanto
professora, pude observar que muitos estudantes tém dificuldades em compreender conceitos
de geometria. Uma das dificuldades mais observadas em sala de aula ¢ a tarefa de associar que
as faces (lados) de um sélido geométrico sdo figuras planas, pois para os estudantes, quadrado
e cubo sdo a mesma coisa.

Nesse periodo, fui selecionada para realizar a pds-graduagao stricto sensu (mestrado), o
que possibilitou dar continuidade* a pesquisa no campo do ensino de geometria, mas agora com
o olhar para as aulas de Matematica. Assim, na presente pesquisa, que teve como objetivo
discutir potenciais nexos conceituais relacionados a geometria em um livro didatico do Ensino
Médio, damos continuidade aos estudos em relacdo a geometria, com foco nos nexos
conceituais referentes a ela.

Um dos conteudos que fazem parte da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ a
geometria. Ela estd presente em nosso cotidiano, na natureza, em objetos que utilizamos durante
o dia a dia e em construgdes. A geometria faz parte da nossa vida, pois ao nosso redor, podemos
observar diferentes formas geométricas (Fonseca et al., 2011).

Pesquisas como as de Barros (2021), Freitas (2022) e Koftun (2023) ampliam a tematica
sobre diferentes campos da geometria. Barros (2021) discute, em seu estudo, como sio

apresentadas as relacdes entre figuras geométricas bidimensionais e tridimensionais em uma

! Nesta parte, utilizamos a primeira pessoa do singular, pois se trata de uma trajetoria pessoal e profissional da
autora deste trabalho.
2 Disponivel em formato de artigo: https://www.periodicos.unimontes.br/index.php/emd/article/view/6330.

3 Pensamento Computacional, Robética Educacional, Educagio Financeira, Fisica [, Matematica I e II.
4 Esse trecho refere as mesmas autoras do TCC.
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cole¢do de livros didaticos adotada pelo estado do Parana. Koftun (2023) discute como ocorre
a diferenciacdo entre objetos da geometria Plana e Espacial durante a construcdo de Cenarios
Animados no GeoGebra. Ja Freitas (2022) fez uma andlise entre a relagdo do modo de
organiza¢do do ensino de matematica para os Anos Iniciais do Ensino Fundamental por meio
de Situac¢des Desencadeadoras de Aprendizagem, e sobre como isso possibilitou que estudantes
se apropriem de conhecimentos fundamentais por meio de suas agdes e operacdes, bem como
dos nexos conceituais de geometria.

Os nexos conceituais da geometria, segundo Freitas (2022, p. 51), “sdo logicos e
historicos e podem ser considerados ‘elos’ que ligam os conceitos que historicamente foram
construidos por varias civilizagdes e, assim, nunca estdo prontos e acabados”.

Sousa (2004) entende que os nexos podem ser uma relagdo existente entre os diversos
conceitos matematicos que sdo desenvolvidos ao longo das civilizagdes. O movimento logico-
historico contém os nexos internos e externos, que sdo desenvolvidos ao longo da historia da
humanidade (Sousa, 2023). Os nexos externos limitam-se aos elementos do conceito e ficam
por conta da linguagem formal, j& os internos compdem o logico-histdrico do conceito.

A partir do referencial tedrico, objetivo e objeto de pesquisa, este trabalho busca analisar
0s potenciais nexos conceituais presentes no livro didatico do estado do Parand. A presente
pesquisa foi desenvolvida no estado do Parand, no periodo de 2024 a 2025. Nesse estado, a
Secretaria Estadual de Educagdo (SEED) disponibiliza materiais norteadores vinculados aos
contetidos e as avaliagdes diagndsticas®, os quais sdo disponibilizados no Livro de Registro
Classe Online (LRCO). Nesse espago, o “professor encontra planos de aula especificos para
suas disciplinas e séries para as quais leciona, com sugestdes pedagogicas e encaminhamentos
metodologicos” (Parana, 2022, p. 1).

Os conteudos programados estdo disponiveis no formato de slides, estando vinculados
ao livro didatico e de acordo com os planos de aulas, que “sdo organizados por tema, contetido,
conhecimentos prévios e objetivos. Eles também se dividem por trimestre e contemplam, além
dos conteudos essenciais, informacdes e atividades complementares” (Parand, 2022, p. 1). A
tarefa de casa ¢ disponibilizada aos estudantes em formato quizizz, que sdo questdes
obrigatorias para serem resolvidas, vinculadas ao conteudo que esta sendo estudado em sala de

aula.

3 Prova Parand e Sistema de Avaliagdo da Educagdo Basica (SAEB). Essa tltima ¢ nacional e ocorre a cada 2
anos.
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Nessa pesquisa, o livro didatico foi escolhido como objeto de investigacdo porque pode
ser um material utilizado pelos professores, tanto para organizar e produzir suas aulas quanto
para os alunos terem como referencial de apoio. Barros (2021, p. 25) compreende que o “livro
didatico ¢ apontado como um dos mais importantes instrumentos de apoio ao professor para o
desenvolvimento das atividades em sala de aula”.

Nesse sentido, analisamos o livro didatico utilizado pelas escolas do estado do Parana.
Esse livro foi escolhido pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) 2021-
2024 e ¢ adotado por todas as escolas do estado do Parana. A colegdo de livros escolhida pelo
PNLD 2021-2024 para o Ensino Médio foi a colegdo Prisma®. Essa colegdo esta dividida em 6
volumes: Conjunto e fungdes; Funcdes e Progressdes; Geometria e Trigonometria; Sistemas,
Matematica Financeira e Grandezas; Geometria; Estatistica, Combinatéria e Probabilidade. O
volume escolhido para analise ¢ o que trata de Geometria.

O livro didatico intitulado como Geometria é composto por quatro capitulos: Areas,
Geometria Espacial de Posicdo, Poliedro e Corpos Redondos. O capitulo escolhido para ser
analisado foi o de nlimero quatro, que trata dos Corpos Redondos. A escolha desse capitulo se
deve ao fato de que ele apresenta as definicdes desses solidos estabelecendo relagdes entre o
bidimensional e o tridimensional. Além disso, porque para construir o referencial, observou-se
uma limitacdo de referenciais teoricos de corpos redondos, o que gerou dificuldades em
encontrar estudos que tratam de forma direta desse tema.

Assim, este estudo estd dividido em trés capitulos, além desta introducdo e das
Consideragdes finais. O capitulo dois busca apresentar aspectos historicos da geometria e seu
ensino, € 0s nexos conceituais de geometria na perspectiva l6gico-historica. Para isso,
utilizamos como referencial o livro de Roque (2012) e as obras de Monteiro (2015) e Kaleff
(1994), e buscamos fazer uma ponte com estudos de autores como Pavanello (1993, 2004),
Ranzan (2010), Koftun (2023), Machado et al. (2018), Gravina (1996), Soares, Santana e
Santos (2022), Fonseca et al. (2011), Sousa (2014, 2018, 2023), Fraga (2023), Freitas (2022),
Rezende e Andrade (2010), Fischbein (1993), Costa (2020), Dumont e Bairral (2008), Piéron
(1987), Davidov (1982), Panossian (2014) e Moura, Aratjo e Cedro (2018), e com a BNCC
(Brasil, 2018) e o Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parand (RCEM-PR — Parana,

2021), além de materiais para apoio.

%0 livro pode ser acessado através do link:
https://u.pcloud.link/publink/show?code=XZidzV5ZlcoCt6cDBdpfMQtw96aHBzoFD3uV.
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No terceiro capitulo, apresentamos o contexto e pressupostos metodologicos. Ja o
quarto capitulo expde as analises a partir dos critérios estabelecidos e do referencial teorico. No

ultimo capitulo sao feitas as consideracdes finais da pesquisa.
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2 O ENSINO DA GEOMETRIA E OS NEXOS CONCEITUAIS NA
PERSPETIVA LOGICO-HISTORICA

O estudo de geometria pode ser uma ferramenta de leitura do mundo, oferecendo a
oportunidade de identificar conceitos que se relacionam com a Aritmética e a Algebra. Seu
estudo ganha destaque, pois implica o desenvolvimento do pensamento, que possibilita
compreender, descrever e representar o mundo em que se vive, que ¢ um mundo intuitivamente
geométrico (Ranzan, 2010).

Neste capitulo, fundamentado principalmente em Roque (2012), Monteiro (2015) e
Kaleff (1994), apresentamos alguns aspectos teoricos do ensino e da historia da geometria.
Assim, muitos aspectos historicos ndo sdo aqui discutidos, uma vez que o objetivo deste
trabalho ndo ¢ historiografico, mas salientamos sua relevancia. A consideracdo dos aspectos
historicos da Geometria, produzidos por diferentes povos e culturas ao longo do tempo, ¢
fundamental para a compreensao desse campo do conhecimento como uma constru¢do humana,
plural e situada.

Desde as civilizagdes antigas até os povos originarios de todos os continentes, praticas
geométricas estiveram presentes na organizacdo do espago, na arquitetura, na arte, na
agricultura, na navegacao, na tecelagem, na construcio de utensilios e em diversas formas de
relacdo com a natureza e com o territorio. Tais saberes, muitas vezes transmitidos oralmente e
incorporados as praticas cotidianas, revelam modos proprios de pensar, representar e resolver
problemas espaciais, que ndo podem ser reduzidos ou subordinados a tradi¢do eurocéntrica da
matematica formal.

Reconhecer essas contribui¢des implica ampliar o olhar sobre a Geometria, valorizando
os conhecimentos dos povos originarios e de diferentes culturas como parte constitutiva de sua
historia, bem como afirmar a importincia de uma abordagem epistemologicamente plural, ética
e socialmente comprometida na pesquisa e no ensino de Matematica.

Porém, considerando a amplitude e riqueza desses conhecimentos, compilar todos esses
dados em uma dissertacdo de mestrado sempre traria abandono, por desatencdo, descuido ou
desconhecimento. Entdo, nesse breve recorte aqui apresentado, a escolha dos autores
considerou suas contribui¢des sobre a historia da geometria e a relagdo com seu ensino. Roque
(2012) traz uma visdo critica, desfazendo mitos e lendas sobre como a histdoria da matematica
tem sido contada ao longo do tempo; Monteiro (2015) fez um estudo do desenvolvimento

historico do ensino da geometria no Brasil, buscando compreender as origens da geometria e
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como ela se desenvolveu ao longo do tempo; e Kaleff (1994) demonstra uma visdo historica do
surgimento da geometria, além de apontamentos de como ela é ensinada. Também
contextualizamos a perspectiva 16gico-historica e os nexos conceituais.

Além disso, estabelecemos algumas relacdes entre o bi e tridimensional e como essas

relacdes sdo abordadas nos curriculos nacionais, em especial na BNCC e no RCEM-PR.

2.1 Aspectos historicos da Geometria e seu ensino

As origens da geometria sdo indefinidas, pois suas elaboragdes ocorreram de maneira
dispersa em diferentes civiliza¢des ao longo do tempo (Monteiro, 2015). Alguns vestigios das
primeiras escritas s3o emergentes da Mesopotamia e datam do final do quarto milénio a. E. C.7,
quando algumas civilizagcdes buscavam representar e registrar certos aspectos do cotidiano
(Roque, 2012). Por meio de escavagdes, foi possivel identificar essa forma mais arcaica de
escrita, que consistia em objetos (Figura 1) de diversos formatos, como cones, esferas, discos,
cilindros e pirdmides (Roque, 2012), exemplificando uma contagem a partir de elementos

tridimensionais e considerando, de fato, a sua tridimensionalidade.

Figura 1 - Cones, esferas e discos representando medidas

Fonte: Roque (2012, p. 41).

Nessa época, a palavra geometria ainda ndo havia sido citada, sé sendo registrada por
volta do século 5 a. E. C. na segunda obra de Herddoto, que foi consagrada ao Egito (Roque,
2012). Roque (2012) relata que a tradigdo dos egipcios era de o rei partilhar a terra igualmente
entre todos, pratica denominada de agrimensura que, de acordo com Heroddoto, teria dado
origem a “invencdo da geometria, um conhecimento que teria sido importado pelos gregos”
(Roque, 2012, p. 93).

Kaleff (1994) aponta que a geometria surgiu das necessidades praticas da sociedade

egipcia e demais civilizagdes em demarcar e delimitar superficies, que eram alagadas pelas

7a. E. C - Antes da Era Comum.
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cheias dos grandes rios. Assim, era necessario calcular os impostos dessas areas atingidas, o
que teria impulsionado as primeiras ideias geométricas. Essa hipotese tem origem nos escritos
de Herodoto, que afirmou que o rei enviava pessoas para inspecionar o terreno atingido pelas
inundacgdes (Roque, 2012).

Nesse contexto, baseado nos escritos de Herddoto, Roque (2012) aponta que Tales de
Mileto teria utilizado conhecimentos empiricos de geometria para calcular a altura das
piramides do Egito por meio de observagdes e experiéncias, 0 que mostra o uso da geometria

pratica na Antiguidade. Esse uso

Combina a ideia de que a geometria pratica, de origem egipcia, teria evoluido
para a determinagio indireta de medidas inacessiveis, caso da altura de uma
piramide. Enfatiza-se, assim, a origem empirica da geometria, bem como sua
utilidade no tratamento de questdes mais especulativas (Roque, 2012, p. 94).

Algumas especulagdes sobre o possivel calculo da altura da piramide, afirmado por
Herddoto, € que € raro encontrar uma posi¢ao em que o sol tenha uma sombra privilegiada para
que se possa fazer medigdes. Dessa forma, surgem duvidas sobre a real historia, € a resposta
para isso € que nao temos informagdes suficientes para afirmar que aconteceu ou nao o calculo
da altura da piramide (Nobre, 2004).

Assim, a palavra geometria, segundo Roque (2012, p. 93), pode ser traduzida como
“medida da terra, vem dai a ideia [de] que seu surgimento esta ligado a agrimensura”,
corroborando com os escritos de Herodoto.

Roque (2012) aponta que, no século V a. E. C., houve muita pratica geométrica e uma
massiva participacdo dos gregos na geometria, que se caracterizou pelo nome de praticantes da
geometria. Essa massiva participacdo aconteceu tornando a geometria utilitaria, quando
precisavam realizar algum calculo de terra e, subsequentemente, comecaram a descobrir e
aprimorar conceitos, sendo formadas e estabelecidas ideias geométricas (Kaleff, 1994). No
mesmo século supracitado, a autora relata que o pensamento geométrico® e técnico ja estavam
presentes.

O pensamento geométrico no meio pré-euclidiano, segundo Roque (2012, p. 138), “era
sofisticado, mas ainda n3o contava com o carater dedutivo expresso nos elementos”. Os
elementos, citados por Roque (2012), trata-se de uma obra desenvolvida e escrita por Euclides,
como apice da geometria grega. Os elementos formam um conjunto composto por treze livros

publicados por volta de 300 a. E. C. Segundo a autora, ndo ha registros oficiais desses livros,

8 Pensamento geométrico: ¢ a habilidade mental de desenvolver e compreender conhecimentos geométricos
(Costa, 2020).
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somente fragmentos dessas versdes entre diversos papiros que foram encontrados proximo a
cidades as margens do Rio Nilo. Foi a partir de Os elementos que esses conhecimentos foram
apresentados, de forma estruturada (Kaleft, 1994).

Nesses livros constam exercicios e exemplos que fazem uso de régua e compasso.
Durante muito tempo, a utiliza¢do de régua e compasso na constru¢do da geometria foi restrita,
o que Roque (2012, p. 153) questiona se ndo poderia ser decorrente da proibicdo de outros
materiais, pois “régua e compasso ndo permitem resolver todos os problemas propostos pelos
matematicos gregos antes e depois de Euclides”. Isso possibilitou recorrer a outros métodos de
construcdo para conseguir resolver determinados problemas.

Em muitos casos, as limitagdes desses instrumentos tradicionais (régua € compasso)
tornavam impossivel realizar algumas construg¢des de maneira precisa.

Nesse contexto, Monteiro (2015, p. 7) refere que as primeiras unidades de medida
surgiram por volta de 3500 a. E. C. e “referiam-se direta ou indiretamente ao corpo humano:
palmo, pé, passo, braca, ciibito”. Nessa mesma época foi necessario criar e aprimorar objetos

construidos.

Por volta de 3500 a.C. - quando na Mesopotamia e no Egito comecaram a ser
construidos os primeiros templos, foi necessario desenvolver unidades de
medidas mais uniformes e precisas. Adotaram entfo a longitude das partes do
corpo de um Unico homem (geralmente o rei) e com essas medidas
construiram réguas de madeira e metal, ou cordas com nos, que foram as
primeiras medidas oficiais de comprimento (Monteiro, 2015, p. 7).

Com o passar dos anos, esses instrumentos foram sendo aperfeigoados e substituidos
por novos instrumentos, como, por exemplo, o0 compasso, que substituiu a corda com a estaca
para construir circulos (Monteiro, 2015). Segundo Freitas (2022), o ser humano, por meio de
suas vivéncias e experiéncias, aperfeicoa os instrumentos, dando objetivo e finalidade para os
materiais que utiliza em medicdes. Esse avanco reflete a importancia continua da pesquisa sobre
geometria ao longo da historia, pois corrobora para melhorar e aperfeicoar instrumentos
utilizados de forma pratica.

As descobertas da geometria sdo incertas, ¢ foram desenvolvidas por diversas
civilizagdes, aparentemente coincidindo com algumas necessidades do cotidiano, como
medicdes e divisdes de terra, construcdes em geral e observacdo do movimento dos astros
(Monteiro, 2015).

Relacionamos a geometria com diversas circunstincias da nossa vida, por exemplo, na
natureza, em objetos que utilizamos e em construcdes (Fonseca et al., 2011), pois ao nosso

redor, podemos observar diferentes representagoes de formas.
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Koftun (2023, p. 38) entende que

Ha muito tempo a Geometria é essencial para auxiliar em situagdes da
realidade, e a0 admitirmos que o surgimento e desenvolvimento da Geometria
esta associado a resolugdo de problemas praticos, que a principio sdo
modelados por representacdes bidimensionais e tridimensionais,
compreendemos que o conhecimento sobre Geometria Plana ¢ indissociavel
da Geometria Espacial e vice-versa. Nesse sentido, ¢ indicado que, no
processo de ensino, permaneg¢am articuladas.

Ainda, Koftun (2023, p. 38) ressalta que a geometria estd presente na “Fisica na
natureza, no artesanato, em pinturas e na arte em geral, além de ser contemplada em problemas
da propria Matematica”.

Mesmo reconhecendo que representacdes da geometria fazem parte do nosso dia a dia,
Vasconcelos (2008) afirma que a geometria ainda € pouco trabalhada em aulas de matematica
na Escola Bésica, pois alguns professores ndo tém a devida compreensao acerca desse assunto,
o que pode comprometer o desenvolvimento dos alunos por priorizar o estudo de figuras
geométricas sem estabelecer relagdes entre elas e o espaco no qual estdo inseridas.

Nesse sentido, Ranzan (2010) relata que, nas conversas entre docentes e discentes, a
dificuldade ¢ tanto no ensinar quanto no aprender. Barros e Pavanello (2022, p. 12) ressaltam
que “pesquisas mais recentes apontam que o ensino da geometria se mostra ineficiente e
precario, o que evidencia as dificuldades tanto de professores quanto de alunos em todos os
segmentos da Educagdo Basica”. Desde a década de 1990, em seus estudos sobre um
distanciamento do estudo de geometria, Pavanello (1993, 2004) evidencia que, no curriculo
escolar, em alguns casos, a geometria era excluida, e em outros, desenvolvida de uma maneira
mais formal, a partir da introdu¢@o da Matematica Moderna.

Em certas situagdes, o contetido de geometria era programado para o fim do ano letivo,
0 que podia aumentar a probabilidade de ndo ser estudada, pois “muitos professores de
matematica, sentindo-se inseguros para trabalhar com a geometria, deixavam de inclui-la em
sua programacdo” (Pavanello, 1993, p. 1). Nessa perspectiva, Lorenzatto (1995) aponta que, na
década de 1990, a geometria compunha as ultimas partes do livro didatico, aumentando a
chance de ser excluida das aulas de matematica no periodo letivo. Além disso, quando abordada
nos livros didaticos, era acompanhada de defini¢cdes e representacdes particulares, em que as
figuras, denominadas protdtipos, poderiam dificultar o entendimento dos estudantes. Como um
“conjunto de defini¢des, propriedades, nomes e formulas, [0 conteido era] desligado de
quaisquer aplica¢des ou explicacdes de natureza historica ou ldgica; noutros a geometria €

reduzida a meia duzia de formas banais do mundo fisico” (Lorenzatto, 1995, p. 2).
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Outro problema denunciado por Pavanello, em uma entrevista realizada por Moran et
al. (2023, p. 6), “¢ a falta do ensino da geometria na formacao escolar dos professores e esse
contato ocorre apenas na graduacdo de uma forma mais complexa, voltada ao bacharel e ndo ao
licenciando, ou seja, diferente daquela a ser ensinada na escola”.

Essa dificuldade muitas vezes ja percebida pelos futuros professores acaba
influenciando sua pratica ao ensinar os conceitos geométricos nos niveis iniciais de ensino
(Moran et al., 2023). Nesse sentido, esses profissionais, quando vdo para a sala de aula, levam
essa forma mais axiomadtica, e deixam os alunos amarrados nas questdes de calculo. Costa et

al. (2009, p. 2), observaram

[...] que os discentes estdo presos a formulas e em sua maioria ndo conseguem
relacionar conceitos, identificar os elementos do sélido ou ainda estabelecer
relagdo entre dois so6lidos, isto se deve muitas vezes a deficiéncias de conceitos
bésicos da Geometria Plana e também as dificuldades conceituais dos proprios
professores em conceitos basicos da Geometria Plana e mesmo da Geometria
Espacial.

Do mesmo modo, Machado et al. (2018, p. 7) apontam que, “em Geometria Plana,
alunos da Escola Basica frequentemente confundem propriedades do desenho com
propriedades do objeto geométrico representado”, isso se deve ao fato de ndo explorar o
pensamento geométrico necessdrio para conseguir estabelecer relagdes entre elementos
geométricos.

Pensar nesses obstaculos apresentados por parte dos alunos, em confundir propriedades,
possivelmente seja um reflexo de como ¢ comumente trabalhada em sala de aula (figuras ndo
podem ser movidas ou alteradas em uma pagina de um livro ou no quadro-negro) Machado et
al. (2018). Souza e Mattos (2024, p. 15) também entendem que esse ndo reconhecimento ou
confusdo pode ocorrer pelo fato de que as figuras geométricas, quando “construidas no papel
ou na lousa com auxilio de régua e compasso, sdo estaticas e comumente representadas na
mesma posicao”.

Muitos desses exercicios presentes no livro didatico vém acompanhados ainda de
desenhos, como quadrados, retangulos e triangulos. Essas figuras sdo “desenhadas quase
sempre com os lados paralelos as bordas da folha e os tridngulos, em sua maioria, sdo
acutangulos e quase sempre estdo desenhados com um dos lados na ‘horizontal’ e sua altura na

‘vertical”” (Machado et al., 2018, p. 2). A Figura 2, na pagina seguinte, demonstra os desenhos.
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Figura 2 - Representag@o de um quadrado, retdngulo e tridngulo

Fonte: Machado et al. (2018, p. 2).

Machado et al. (2018, p. 2) discutem, ainda, que quando essas representagdes estdo em
posicdes diferentes, “levajm] nossos alunos a nio reconhecerem desenhos desses mesmos

objetos em outras posi¢des”. A Figura 3 apresenta as representacdes em outras posicdes.

Figura 3 - Representacdes de um quadrado, retangulo e tridngulo em posicdes diferentes

Fonte: Machado et al. (2018, p. 2).

Similarmente, o estudante também enfrenta desafios no que se refere ao pensamento
espacial, conforme apontado por Machado et al. (2018, p. 7), pois “a tarefa de reconstruir
mentalmente uma imagem tridimensional a partir de uma figura bidimensional estatica
impressa na pagina de um livro” exige um raciocinio complexo por parte dos alunos, e alguns
ndo conseguem exercer tal raciocinio.

Nesse sentido, torna-se relevante compreender que o termo figura pode assumir
diferentes significados, sendo comum referirmos figura quando queremos “indicar a
representacdo de algum objeto ou imagem, seja em livros, revistas, jornais, folders ou até
mesmo em um quadro” (Barros, 2021, p. 20). Kaleff (2016) entende que a palavra figura pode
ter diversos significados, como elementos graficos, também pode ser representada por meio de
um grafico em papel, telas e pinturas. Quando se fala de uma figura matematica, Kallef (2016,

p.18) defende que:

Uma figura é considerada uma figura matematica quando preenche exigéncias
especificas relativas a duas maneiras de ser representada: por um lado, em uma
forma de pontos e tracos, e por outro em uma forma proposicional, isto &, na
forma de proposi¢des expressas em linguagem natural ou simbélica formal,
representando suas propriedades matematicas caracteristicas, isto €, seus
atributos relevantes.

Logo, entendemos que figuras planas podem também ser chamadas de figuras
bidimensionais, ou seja, que somente duas dimensdes, largura e comprimento, podem ser
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representadas no plano, também compdem as faces e as bases dos solidos geométricos. Seus
tragos podem ser obtidos por meio de ferramentas de desenho (régua, esquadro, compasso,
curvas francesas, etc.), ou ainda outras, como as advindas do uso do computador, como software
de geometria dinamica (Kaleff, 2016).

Barros (2021, p. 22) entende a figura “geométrica plana, também conhecida como
figura geométrica bidimensional, como uma figura que possa ser representada em duas
dimensdes, ou seja, € possivel observar tanto a largura quanto o comprimento da figura”.

Fonseca et al. (2011, p. 38, grifo dos autores) salientam “que as figuras planas sdo
idealizagdes, ja que elas ndo possuem espessura; portanto o que as criangas podem perceber
sdo representagdes dessas formas”. Nesse sentido, o plano se refere a um exemplo de algo que
ndo tem espessura: “o plano, além de ndo ter espessura, também ndo tem limite, e essa ¢ mais
uma caracteristica que nos impede de encontrar para ele um modelo fisico fiel” (Fonseca et al.,
2011, p. 56). Os objetos geométricos, como o ponto, a reta € o plano, também nio sdo concretos.
O ponto apresenta dimensdo zero ou sem dimensdo, a reta tem uma dimensdo e o plano duas
dimensdes; assim, tais caracteristicas apresentadas ndo sdo visivelmente compreendidas na
realidade (Fischbein, 1993).

Vasconcelos (2009, p. 12) entende que alguns exemplos de figuras geométricas planas
sdo “(circulo, tridangulo, quadrado, retangulo e representacdes graficas das figuras ndo-planas)
e alguns exemplos de figuras geométricas ndo-planas (esfera, piramide, cubo, paralelepipedo)”.
Entender o que sdo essas figuras geométricas ndo planas possibilita nos familiarizar com objetos
do espago, procurando entender o espago em que vivemos.

As formas geométricas espaciais podem ser relacionadas com o cotidiano, permitindo
estabelecer comparagdes “entre objetos fisicos e geométricos, como comparar uma lata de
refrigerante a um cilindro, e uma esfera com uma bola de futebol, por exemplo” (Koftun, 2023,
p. 39). Uma figura geométrica espacial, também conhecida como tridimensional ou 3D, ¢
caracterizada por possuir trés dimensdes: altura, comprimento e largura. Embora em nosso
meio os objetos presentes sejam tridimensionais, algumas de suas representacdes ndo sdo
regulares, apresentam as caracteristicas altura, comprimento e largura, mas com as medidas
alteradas, ndo sendo regulares. Mesmo “o cubo ou a esfera, a que o matematico se refere, ndo
existem na realidade fisica, embora sejam representacdes tridimensionais. Esses, também, sao
meras construgdes mentais que ndo devem possuir qualquer realidade substancial” (Costa,
2020, p. 4). Portanto, esses objetos geométricos ndo existem na realidade, no mundo fisico, mas
podemos encontrar as representacdes desses objetos geométricos a partir de objetos fisicos que

atendem caracteristicas dos objetos geométricos espaciais (Costa, 2020).
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As figuras geométricas espaciais sio classificadas entre poliedros e corpos redondos. Os
poliedros sdo: prisma, cubo, piramide, tetraedro, octaedro e o dodecaedro. Ja os corpos
redondos sdo: cilindro, esfera e cone. Os corpos redondos sao construidos a partir da rotagdo de
figuras planas em torno de um eixo. Os s6lidos geométricos tém suas faces e bases formando
figuras planas. Os corpos redondos sdo objetos que possuem pelo menos um lado curvo.
Quando colocados sobre uma mesa ou no chio, esses objetos podem rolar (Dumont; Bairral,
2008).

Dentre as caracteristicas do cilindro, podemos citar que possuem “duas bases planas na
forma de um circulo e uma superficie lateral visualmente arredondada”, e o cone deve possuir
“uma base plana na forma de um circulo, um unico vértice € uma superficie lateral visualmente
arredondada” (Koftun, 2023, p. 136). Assim, “sdo classificados como corpos redondos, por
possuirem ao menos uma superficie curva. A superficie curva ndo ¢ o circulo da base, mas a
lateral desses objetos” (Koftun, 2023, p. 136).

Portanto, ¢ necessario que o estudante estabeleca relacdes entre a geometria plana e
espacial para diferencid-las. Entretanto, alguns estudantes ndo conseguem estabelecer essas
relacdes tdo facilmente, sendo uma alternativa para amenizar esses problemas causados pela
transicdo da geometria plana para a espacial inverter o processo, ou trabalhd-las de maneira
unificada (Silva Filho, 2015).

Nesse sentido, uma possibilidade ao ensino de geometria, ¢ desenvolver uma relagao
l6gico-historica, que “pode possibilitar a estudantes e professores estabelecerem relagdes entre
os conteudos apreendidos em sala de aula e o movimento fluente da vida” (Moura; Sousa, 2004,
p- 16), pois favorece entender o ldgico-historico do pensamento geométrico das diversas
civilizagdes. Segundo Moura e Sousa (2004, p. 16), isso “significa entender a relagdo existente
entre a mutabilidade e a imutabilidade das coisas, bem como entender a relatividade existente
entre o pensamento ¢ a realidade ao qual estamos inseridos e ajudamos a construir, no
movimento do vir a ser”, o que estd associado aos nexos conceituais de geometria e a

perspectiva l6gico-historica, que apresentamos brevemente na se¢do 2.2, a seguir.

2.2 Perspectiva logico-historica e nexos conceituais de geometria

Entendemos que tanto o campo da geometria quanto os demais campos da Matematica
foram desenvolvidos e elaborados historicamente por individuos de diversas civilizagdes, ¢ a

cada época que se passava era necessario se adaptar a novas necessidades existentes (Freitas,
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2022). Ainda observamos que essas transformagdes ndo aconteceram de forma cumulativa, mas
por meio de construcdes e reorganizagdo de conceitos.

Com base em Sousa (2018), Silvestre e Estevam (2024, p. 3), compreende-se o
movimento logico-histérico como “premissa fundamental para o desenvolvimento dos
processos de ensino e de aprendizagem escolar, na defesa de uma perspectiva didatica para o
ensino de Matematica”. Kopnin (1978, p. 183) considera que o historico ¢ o “processo de
mudanca do objeto, as etapas do seu surgimento e desenvolvimento”. Assim, o /dgico ¢ “0 meio
através do qual o pensamento realiza essa tarefa, mas ¢ o reflexo do historico em forma tedrica”
(Kopnin, 1978, p. 183). O pensamento humano ndo copia os passos historicos, mas realiza uma
reconstru¢do desse objeto (Dias; Saito, 2009).

Sousa (2018) corrobora com Kopnin (1978) ao afirmar que o /dgico pode refletir os
principais periodos da historia do objeto, e que o processo da mudanca do objeto estd
relacionado as diversas civilizagdes que passaram para desenvolver tal objeto, e o 1dgico ¢ a
reflexdo desse processo historico. Kopnin (1978, p. 186) analisa a inter-relagdo entre o l6gico

e o historico:

O légico reflete ndo sé a historia do proprio objeto como também a histéria
do seu conhecimento. Dai a unidade entre o 16gico ¢ o histdrico, ser premissa
necessaria para a compreensdo do processo de movimento do pensamento, da
criacdo da teoria cientifica. A base do conhecimento dialético do histérico e
do légico resolve—se o problema da correlagdo entre o pensamento individual
e o social; em seu desenvolvimento intelectual individual o homem repete em
forma resumida toda a histéria do pensamento humano. A unidade entre o
logico e o historico ¢ premissa metodoldgica indispensdvel na solugdo de
problemas de inter-relacdo do conhecimento e da estrutura do objeto e
conhecimento da historia de seu desenvolvimento.

Nesse sentido, entende-se que o historico ¢ a formagdo e a evolucdo dos conceitos
matematicos, considerando a interferéncia cultural e as civilizagdes ao longo do tempo. J& o
logico é a formulagdo da racionalidade do conceito®, possibilitando identificar as relagdes
presentes no conceito. Com isso, ao estudar a historia da Matematica, ndo somos obrigados a
seguir exatamente e impor o processo historico, mas permitir a formagao do pensamento logico

do movimento (Dias; Saito, 2009) e dos sentidos atribuidos ao longo de sua historicidade.

? Segundo Piéron (1987, p. 88), conceito € a “representacdo simbdlica (quase sempre verbal), utilizada no jogo do
pensamento abstrato, e tendo um significado geral valido para um conjunto de representagdes concretas naquilo
que elas tém de comum”. Fishbein (1993, p. 1) acredita que a caracteristica de um conceito reside no “fato de ele
expressar uma ideia, uma representagdo geral, o ideal de uma classe de objetos, a partir de suas caracteristicas
comuns”.
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Estudar o movimento ldégico-histérico do conceito possibilita contribuir com a
aprendizagem, de modo a auxiliar na constru¢do do conhecimento, e permite que o individuo
“compreenda a inexisténcia de verdades absolutas, concepgdes frequentes de estudantes em
relacdo a matematica, gerada pelo método de ensino que aborda somente a logica formal” (Dias;
Saito, 2009, p.12).

Entendemos que o historico consiste no processo de mudanga do objeto, nas etapas de
seu surgimento e desenvolvimento. O /dgico € o meio pelo qual o pensamento realiza essa agao
no processo de reflexdo sobre o historico, de forma a refletir os principais periodos da historia
de tal objeto, ao evidenciar seus sentidos, suas apari¢des (Sousa, 2018).

Pensar em um ensino apoiado na perspectiva logico-historica “possibilita ao estudante
o entendimento de um conceito em seu cerne. Por este viés, ¢ dado ao estudante a oportunidade
de (re)elaborar suas concepcdes sobre o conceito ao invés de simplesmente decora-lo”
(Rezende; Andrade, 2010, p. 2-3) e, com isso, aproximar suas aprendizagens dos contextos
histéricos e culturais dos elementos que constituem o campo da geometria.

Nesse sentido, utilizar esse movimento pode ter papel fundamental tanto para os
estudantes quanto para os professores de matematica. Sousa e Moura (2016, p. 4) discutem que

a perspectiva logico-histérica em sala de aula tem

como principal fun¢do auxiliar o pensamento tanto daquele que ensina quanto
daquele que aprende a movimentar-se no sentido de encontrar as verdades que
sdo relativas porque sdo definidas e redefinidas, continuamente, a partir de
definibilidades proprias do conceito. A histdria, com suas varias vertentes
historiograficas, assume o papel de elo entre a causalidade dos fatos e a
possibilidade de criacdo de novas definibilidades do conceito, que permitam

compreender a realidade estudada.
Quando o movimento 16gico-historico dos conceitos € levado para a sala de aula e sdo
“compreendidos pelos profissionais do ensino, podem se constituir em elementos didaticos que
orientam os alunos a compreenderem boa parte do percurso das construcdes teoricas” (Sousa,
2023, p. 2), e incentivar os estudantes a pensarem e formularem conceitos matematicos.
Utilizando o processo do conhecimento de um “objeto, a analise do 16gico e do historico
faz parte do desenvolvimento do pensamento tedrico” (Freitas, 2022, p. 50). No processo de
conhecimento, o movimento dialético dessas categorias possibilita compreender a “realidade

em seus nexos, relacdes internas e génese, potencializando a compreensdo do conceito”

(Freitas, 2022, p. 50).
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Aliados a essa perspectiva logico-historica, podemos identificar os nexos que se
apresentam no pensamento tedrico'®. Nessa perspectiva, entendemos nexos conceituais,

segundo Sousa (2018, p. 12), como

os elos que fundamentam os conceitos contém a logica, a historia, as
abstragdes, as formaliza¢des do pensar humano no processo de constituir-se
humano pelo conhecimento. Definimos nexo conceitual como o elo entre as
formas de pensar o conceito, que nio coincidem, necessariamente, com as
diferentes linguagens que representam o conceito matematico.

Sousa (2023, p. 2) apresenta uma defini¢do mais recente do que sdo 0s nexos

conceituais:

Entendemos que nexos conceituais podem ser considerados elos existentes
entre conceitos, os quais sdo elaborados historicamente pelas diversas culturas
humanas. Tais nexos podem ser definidos e compreendidos por licenciandos
e professores que atuam nas escolas de Educacdo Basica, na medida em que
entram em contato com as diferentes vertentes de historiografias de
Matematica, as quais indicam o movimento ldgico-histérico dos conceitos
matematicos.

Corroborando com Sousa (2018, 2023), Freitas (2022) reitera que os nexos conceituais
sdo construidos historicamente. Assim, sdo construidos proporcional e constantemente,
enquanto nos fazemos humanos. Portanto, “os nexos conceituais da geometria sdo ldgicos e
histéricos, e podem ser considerados ‘elos’ que ligam os conceitos que historicamente foram
construidos por vdrias civilizag¢des e, assim, nunca estdo prontos e acabados” (Freitas, 2022, p.
50-51).

Os nexos conceituais “sdo logicos-historicos, € se apresentam no movimento do
pensamento, tanto daquele que ensina, quanto daquele que aprende” (Sousa, 2018, p. 13).
Referente a aula, isso vale tanto para sua preparagdo quanto para seu desenvolvimento, pois o
pensamento esta processando enquanto realizamos essas etapas. Os nexos estdo e sdo formados
ao longo do movimento 16gico-historico, trazem novas qualidades ao conceito e aprimoram
conceitos primeiros (Fraga, 2023).

Fabri (2022) acrescenta que os conceitos ndo sdo compreendidos de forma separada ou
linearmente. Os nexos conceituais ndo sdo uma recapitulagdo histérica do ensino, eles

apresentam algumas necessidades que foram perpassadas pela humanidade, por meio das quais

100 pensamento teérico segundo Davidov (1982, p. 308-309) ¢ considerado o “processo formativo do sistema, da
integridade, do concreto, e apenas dentro desse processo revelam as peculiaridades e conexdes dos objetos
singulares”.
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foram se delineando algumas relagdes entre esses conceitos. Nessas relagdes e conexdes estd a
esséncia!! desses conhecimentos.

No processo historico s@o considerados dois tipos de nexos: internos e externos.
Segundo Freitas (2022, p. 50), “os nexos externos sdo formais, uma linguagem de comunicagio
do conceito pelo individuo”. Logo, os nexos externos limitam-se ao conceito € as suas
defini¢des formais. Sousa (2018) entende que os nexos conceituais externos sdo apresentados
na sala de aula desconectados das areas do conhecimento, a partir dos simbolos, € como se
tivessem vida propria, falassem por si s6. Sousa (2016, p. 2), aponta que 0s nexos externos sao

apresentados em sala de aula por meio de:

aspectos simbolicos contidos nos conceitos. E como se os simbolos tivessem
vida propria; falassem por si s6. Aqui, 0s conceitos sdo apresentados, em seu
ultimo estdgio de rigor, a partir de alguns experimentos ou ainda de
memorizagdes. Ndo ha preocupacdes em analisar mudangas historicas, ou
ainda, as sinteses histdricas que se apresentam nos conceitos matematicos.
Podemos citar como exemplo, o conceito de fun¢io, tratado no Ensino Médio,
de nossas escolas.

Ensinar por meio dos nexos externos traz resultados parciais aos alunos, e isso pode
causar certo tipo de prejuizo. Segundo Sousa (2014, p. 76), “os prejuizos podem ser
comprovados ndo s6 na falta de subjetividade do sujeito como também na formacdo do
pensamento tedrico”, e um exemplo disso seria “aprender a varidvel s6 a partir da incognita”.

Os nexos internos “compde os aspectos logicos-historicos, filoséficos e culturais, do
conceito e consequentemente, propiciam a formacao do conceito geral para o particular, isto &,
o pensamento tedrico” (Freitas, 2022, p. 50). Entendemos que os nexos internos estdo
impregnados na histéria e por isso s@o historicos.

Portanto, um estudo historico pode ajudar a reconhecer e realizar esse movimento
atrelado aos nexos conceituais, entretanto, estd sujeito a alteragdes a partir dos fatos que se tem
acesso e do modo pelo qual o processo histdrico é compreendido. Esse movimento ¢ chamado
de logico-historico.

Sousa (2014, 2018, 2023), Freitas (2022) e Fabri (2022) entendem que os nexos

conceituais sdo ligacdes entre conceitos historicos que foram desenvolvidos por varias

' Com base em Panossian (2014, p. 84), a esséncia ndo se manifesta direta e imediatamente, ¢ ndo pode ser
“confundida com o conteudo do objeto ou fendmeno, pois este abrange ndo so6 as relagdes internas (a esséncia),
mas as externas, com a interacdo com outros objetos e fendmenos, que estdo em constante transformagio. [...] A
esséncia se transforma, mas em um processo mais lento. A ciéncia nfo se limita a descrigdo dos fendmenos, mas
revela a esséncia como nexo interno desses fendmenos. E sabido que a esséncia ndo coincide, em seu conteudo,
com os fendmenos e propriedades do objeto” (Davidov, 1982, p. 92-93, traduc@o nossa).
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civilizacdes, e assim, nunca estdo prontos e acabados e, portanto, vdo se moldando a cada
tempo.

Todos os conceitos possuem uma historia que revela tanto sua origem quanto seu
desenvolvimento ao longo da civilizacdo (Rezende; Andrade, 2010). Essa trajetéria ¢
acompanhada por um desenvolvimento historico e processo logico também, que estabelece
fundamentos racionais e estruturais para sua constru¢ao. O histérico e o logico caminham lado
a lado, complementando-se mutuamente em um movimento dialético (Rezende; Andrade,
2010).

Rezende e Andrade (2010, p. 2) entendem que

Um estudo nessa perspectiva, ndo tem a intengdo de, necessariamente, reportar
a histéria do conceito, mas entender o movimento do pensamento que
culminou na sua formalizagfo teérica, ou seja, possibilitar que os estudantes
se apropriem das particularidades do histdrico que fundamentam o l6gico.

Essa perspectiva possibilita, ao estudante, compreender e aprofundar os conceitos que
estdo sendo estudados, permitindo tentar “se apropriar dos nexos conceituais e aderir sentido a
ele, criando bases solidas para posterior aprendizagem de conceitos geométricos mais
abstratos” (Freitas, 2022, p. 49).

Para isso, € necessario superar a logica das aulas e atividades disponibilizadas prontas,
sem considerar aspectos do contexto em que os estudantes estio inseridos, de sua realidade, de
seus conhecimentos prévios e de sua construgdo logica e historica da geometria. Isso porque
essas aulas e atividades, normalmente, sdo formais, estruturadas, padronizadas e ndo
consideram aspectos logicos-historicos. Nesse sentido, também ndo sdo consideradas possiveis
dificuldades mentais, apresentadas pelos estudantes. Além disso, desconsidera-se a realidade

existente nas escolas, como estrutura e funcionamento.

Varios nexos conceituais de conceitos matematicos, dentre eles, fluéncia,
grandezas continuas e discretas, senso numérico, composicdo e decomposigdo
objetos tridimensionais presentes nos pensamentos aritméticos, algébricos e
geométricos, praticamente, ndo frequentam a maioria das salas de aula
brasileiras. Isso porque, as atividades de ensino de Matematica que sdo
utilizadas pelos professores sdo formais e desconectadas da realidade e
praticamente ndo consideram os aspectos logico-historicos dos conceitos
matematicos (Sousa, 2014, p. 22).

Buscando relacionar e identificar indicios de potenciais nexos conceituais, usamos um
exemplo a partir das relagdes entre conceitos, que esta presente na obra de Fonseca et al., (2011,

p- 51), ¢:
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O quadrado é um quadrilatero que possui todos os angulos internos retos €
todos os lados iguais. Os Angulos sdo iguais; os lados sdo iguais'?; as diagonais
sdo iguais, e, ainda, interceptam-se nos respectivos pontos médios, que, por
sua vez, estdo (na verdade estd, pois sdo coincidentes) alinhados com os
pontos médios dos lados paralelos. Enfim, uma figura absolutamente “bem

LR I3

comportada”, “certinha”, padréo.

Esse exemplo representa um nexo conceitual externo e potencial de nexos conceituais
internos, pois permite ter possibilidades de articulacdo e conexdo entre os conceitos, buscando
relacdes entre os conceitos de angulos, ponto médio e diagonais para explicar o que vem a ser
um quadrado.

Sousa (2018, p. 14) discute que um dos nexos conceituais de geometria sdo “a
composi¢do e a decomposicdo de figuras”. O autor defende a ideia de que as atividades
fornecidas aos estudantes priorizem tais nexos, o que pode convidar os estudantes a pensarem
sobre determinados contetudos (Sousa, 2018).

Paralelamente ao exemplo que explora aspectos de um quadrado, observamos que ha
indicios de nexos conceituais externos, mencionando as caracteristicas do quadrado e
exemplificando como ¢ a figura quadrada. Notamos potenciais indicios de nexos conceituais
internos, que podem ser relacionados com a representagdo dos objetos tridimensionais a partir
das figuras planas, no caso de o quadrado relacionar com os lados (faces) de um cubo. Segundo
Moura, Aratjo e Cedro (2018), para o nexo conceitual relacdo entre as formas tridimensionais
e bidimensionais, espera-se que o estudante construa relagdes entre o tridimensional, seu
formato e a proje¢@o do seu formato, que se relacionam com o plano.

A fim de identificarmos como o nexo conceitual relacdo entre as formas
tridimensionais e bidimensionais aparecem nos documentos norteadores do curriculo
atualmente, realizamos uma busca na BNCC, pelas palavras bidimensionais e tridimensionais,
as quais sdo mencionadas somente trés vezes. Trocando as palavras para 2D e 3D, ndo
encontramos nenhuma mencao.

Associadas a essas palavras, aparecem duas habilidades: “Expressar-se livremente por
meio de desenho, pintura, colagem, dobradura e escultura, criando producdes bidimensionais e
tridimensionais” (Brasil, 2018, p. 48); e “Identificar e interpretar imagens bidimensionais e
tridimensionais em diferentes tipos de representagdo cartografica” (Brasil, 2018, p. 375). As
habilidades selecionadas da BNCC nao demonstram compreensao no que se refere as relagdes
entre bi e tridimensionalidade, mas cabe associar os conceitos propostos e relacionados. A

ultima apari¢do dessas palavras encontramos em um texto com uma breve explicagdo do

12 . . .
A palavra iguais nesse trecho se refere a mesma medida ou congruentes.
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documento, o qual afirma que sejam desenvolvidas “relagdo as formas, espera-se que os alunos
indiquem caracteristicas das formas geométricas tridimensionais e bidimensionais, associam
figuras espaciais a suas planificagdes e vice-versa” (Brasil, 2018, p. 272). Esse trecho
demonstra o que se espera que os estudantes desenvolvam a partir das habilidades propostas.

Realizando uma busca no documento RCEM-PR pela palavra bidimensionais, s6
encontramos uma menc¢ao, proposta em uma habilidade: “Compreender o conceito de espago
geométrico (bi e tridimensional)” (Parand, 2021). Na mesma busca, notamos a presenca de mais
duas habilidades que estdo diretamente ligados ao bi e tridimensional: “reconhecer poligonos e
solidos geométricos (poliedros e corpos redondos)” (Parana, 2021), e a habilidade de
“Identificar, associar e construir sélidos geométricos (poliedros e corpos redondos) a partir de
suas respectivas planificagdes” (Parana, 2021). As habilidades selecionadas apresentam
caracteristicas que promovem relagdes entre o bi e tridimensional, mesmo sendo poucas as
mengdes e sendo mencionadas somente no sexto ano, e possibilitam construir algumas relagdes
entre o bi e tridimensional.

Considerando que o livro didatico esta alinhado a BNCC e ao RCEM-PR e ¢ um dos
materiais mais utilizados pelos professores para organizar e desenvolver as suas atividades para
a aula, sendo uma das principais fontes de consultas dos estudantes (Costa; Allevato, 2010), €
um objeto pertinente de andlise de pesquisa, frente ao discutido neste capitulo, quanto as
dificuldades enfrentadas no ensino de geometria relacionados a perspectiva logico-historica,
ao0s nexos conceituais e questdes curriculares.

No capitulo seguinte, discutimos o contexto e pressupostos metodoldgicos da pesquisa,
utilizando o livro didatico como referéncia para analisar os potenciais de nexos conceituais

presentes nele.
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3 CONTEXTO E PRESSUPOSTOS METODOLOGICOS

Esta pesquisa tem carater qualitativo-interpretativo, cujo objetivo ¢ discutir potenciais
nexos conceituais relacionados a geometria em um livro didatico do Ensino Médio.

Portanto, neste capitulo sdo discutidos e apresentados os procedimentos metodologicos
e a organizagdo dos dados para a analise. Por conseguinte, sdo descritas as caracteristicas da
pesquisa, assim como o processo de analise ocorreu.

A secdo 3.1 ¢ apresentado o contexto da pesquisa, com destaque para o livro didatico,
sublinhando suas caracteristicas ¢ como ¢ realizada a escolha desse material. Nesta segao,
apresentamos qual livro serd objeto de analise, justificamos a sua escolha e construimos as

categorias de analises, que sdo discutidas no capitulo de anélises.
3.1 Contexto da pesquisa

Costa e Alevato (2010) defendem a ideia de que o livro didatico deve ser bem
estruturado para facilitar a preparacdo de aulas para os professores e para a pesquisa ¢ leitura
dos alunos, tendo papel fundamental para o ensino e para a aprendizagem.

Segundo Lajolo (1996) o livro didatico pode ser considerado aquele material que sera
utilizado para aulas, cursos, o qual € escrito, editado, vendido e comprado, destinado para
leitores que tenham interesses especificos pelo livro, e que necessitam de discussodes e reflexdes
mais aprofundadas. O livro didatico ¢ um material importante para os processos de ensino e de
aprendizagem, mas ¢ necessario considerar que ndo ¢ o uUnico recurso. Barros (2021, 26),

defende que

o livro didatico, por si s0, ndo garante a aprendizagem dos alunos, mesmo
porque ele pode apresentar incorre¢des. Dai a importancia da escolha de um
livro didatico que ndo apresente incorregdes para que o professor possa ndo s
utilizd-lo em sua pratica letiva como obtendo nele informacdes que possam
auxilia-lo verdadeiramente em sua tarefa pedagogica.

Para acontecer essa escolha e garantir um bom livro, foi criado, em 1985, o Programa
Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD), por meio do qual existe a responsabilidade
de escolher e distribuir gratuitamente, a todas as escolas brasileiras, obras didaticas,
pedagdgicas e literarias, entre outros materiais de apoio a pratica educacional, com excecdo da
Educagao Infantil (Barros 2022).

O livro didatico no Ensino Médio do estado do Parana comegou a ser distribuido a partir

do ano de 2006 nas escolas publicas de maneira gratuita. Esse livro, inicialmente, foi construido
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com a participagdo dos professores, com um projeto denominado Projeto Folhas'3. Com isso,

um dos resultados desse projeto foi a produgdo do Livro Didatico Publico, o qual foi

direcionado a professores e alunos do Ensino Médio (Parana, 2010). Em 2006, o Parana realizou

o primeiro langamento desse livro, e distribuiu cerca de “5,4 milhdes de exemplares, de doze

disciplinas, e agora sdo mais 1,8 milhdo para os alunos que estdo chegando ao ensino médio”

(Parana, 2008, p. 1). Esse livro ficou vigente no estado do Parana até¢ o ano de 2010, depois

disso passou a ser responsabilidade do governo federal.

A partir do ano de 2004 foi implantado, pela Resolug¢do n® 38 do Fundo Nacional de

Desenvolvimento da Educacido (FNDE), o Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino

Médio (PNLEM), que previa a distribui¢do universal do livro didatico do publico no pais. No

Quadro 1, apresentamos informagdes sobre a distribui¢ao desses livros.

Quadro 1 - Distribuicéio dos livros didaticos

(continua)
Ano Disciplina Observacdes
2004 | Implantagio da PNLEM ?esrollugﬁo n°® 38 do FNDE previa a distribui¢do universal do livro
idatico
2005 | Matematica e Lingua Portuguesa | Distribuicdo parcial para a 1* série do Norte e Nordeste
2006 | Matematica e Lingua Portuguesa | Distribui¢@o para todos os anos escolares e regides do pais
2007 | Matematica, Lingua Portuguesa | Reposi¢do e complementagdo de Matematica e Lingua Portuguesa
¢ Biologia e distribuicdo integral de Biologia
2008 | Matematica, Lingua Portuguesa, | Reposi¢do e complementacdo de Matematica, Lingua Portuguesa e
Biologia, Quimica e Historia Biologia e distribuicdo integral para Quimica e Historia
2009 | Matematica, Lingua Portuguesa, | Distribuicao integral dos livros de Matematica, Lingua Portuguesa,
Biologia, Fisica ¢ Geografia Biologia, Fisica ¢ Geografia e reposi¢do de Quimica e Historia
2010
e Reposi¢do Foram feitas as primeiras e segundas reposi¢oes
2011
2012 | Langamento de edital No e'dital era pqssivel editora's se ins'cr'ev‘er com obras multimidia,
reunindo livros impressos e livros digitais
Conexdes com a Matematica, Matematica: Contexto e Aplicagdes,
2015 | 6 ColegBes aprovadas no PNLD | Matematica Paiva, Matematica Ciéncias e Aplicagdes,
Matematica: Ensino Médio, Novo Olhar Matematica.
Matematica — Contexto & Aplicagdes, Quadrante Matematica,
8 colegdes escolhidas pelo | Matemitica: Ciéncia e Aplicagdes, Matematica para Compreender
2018 | pNLD o Mundo, Matematica: Interacio e Tecnologia, #Contato
Matematica, Matematica — Paiva, Conexdes com a Matematica.
Matematica — Contexto & Aplicagdes, Quadrante Matematica,
8 colegdes escolhidas pelo | Matemética: Ciéncia e Aplicagdes, Matematica para Compreender
2018 | pNLD 0 Mundo, Matematica: Interagio e Tecnologia, #Contato
Matematica, Matematica — Paiva, Conexdes com a Matematica.

Bo projeto folhas tratava-se de um programa de Formagdo Continuada dos Profissionais da Educacéo que tinha
como foco incentivar os professores a pesquisarem e produzirem o material didatico com uma metodologia mais
especifica (Parana, 2010).
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(conclusdo)

Ano Disciplina

Observacdes

2021 | 10 colegdes aprovadas

tecnologias.

Conexdes - matematica e suas tecnologias, Didlogo - Matematica
e suas tecnologias, Interagdo matemdtica, Matematica em
contextos, Matematica interligada, Matematica nos dias de hoje,
Multiversos - matematica, Matematica Prisma,
matematica e suas tecnologias e Ser protagonista matematica e suas

Quadrante

Fonte: elaborago propria dados de Brasil (2010;2015;2017; 2021).

No ano de 2021 foram aprovadas dez colegdes, e dessas, a cole¢do adotada pelo estado

do Parana foi a cole¢do Prisma, que teve como periodo de vigéncias os anos compreendidos

entre 2021 e 2025.

A cole¢do estd dividida em 6 volumes: Conjunto e Fungdes; Funcdes e Progressoes;

Geometria e Trigonometria; Sistema, Matemadtica Financeira e Grandezas; Geometria;

Estatistica, Combinatoria e Probabilidade. Essa colecdo foi escrita por José¢ Roberto Bonjorno,

José Ruy Giovanni Jr e Paulo Roberto Camara de Sousa, publicada pela editora FTD em 2020.

Em rela¢do ao ano escolar, ¢ uma colecio de volume unico, sendo necessario organizar e utilizar

o livro necessario a partir do que vai ensinar. O livro escolhido (Figura 4) da colecdo ¢ intitulado

Prisma Matematica: Geometria.

Figura 4 — Capa do Livro

> ENSIND MEDID [fone

DA EDIT&?A FTD
GEOMETRIA

IBIDA

MANUAL DO
PROFESSOR

Giovanni Jr.

Paulo Camara FTG

Fonte: Bonjorno et al. (2020).

33



A obra ¢ disponibilizada gratuitamente para alunos e professores, € segue uma
organizac¢do de acordo com a BNCC. O livro ¢ composto por 4 capitulos (Quadro 2, na pagina

seguinte): Areas, Geometria Espacial de posicdo, Poliedros e Corpos redondos.

Quadro 2 - Organizacio do livro didatico Prisma

Capitulo Titulo Temas abordados

1 Areas Introdugdo a 4rea, célculo da area de poligonos regulares e
irregulares.

2 Geometria espacial de posi¢ao | Posicdo relativa entre retas e planos, representacdo espacial,
projegdes.

3 Poliedros Definigdo, classificagdo, propriedades e planificagdes de
poliedros.

4 Corpos redondos Cilindro, cone e esfera: propriedades, areas e volumes.

Fonte: Bonjorno et al. (2020).

O Quadro 3 apresenta o sumario do livro didatico.

Quadro 3 - Organizagio dos capitulos 1, 2, 3 e 4 do livro didatico.
(continua)

Capitulo 1

Introducio
Area de poligonos
e Area do retangulo
Area do quadrado
Area do paralelogramo
Area do tridngulo
A:rea do losango
Area do trapézio
Area do circulo e de suas partes
e Area do circulo
e Area do setor circular
e Area da coroa circular
Historia da Matematica
Uma aproximagio de IT

Areas [ poligonos regulares
e Elementos de um poligono regular inscrito em uma circunferéncia
e Relagdes métricas nos poligonos regulares
e Area de um poligono regular
Area e perimetro de um poligono regular em funcio da medida dos lados
Razio entre areas de poligonos semelhantes
Ladrilhamento do plano
Conexdes
e  Areas verdes
Explorando a tecnologia
e Explorando poligonos inscritos na circunferéncia
Atividades complementares
Para refletir

34



(continua)

Capitulo 2

Geometria espacial de
posic¢éo

Introducgéo

Noc¢oes primitivas

Postulados
e Postulados da reta
e Postulados do plano

Determinacéio do plano

Posicdes relativas de duas retas no plano e no espaco

Posicoes relativas de uma reta no plano e no espaco

Posicdes relativas de dois planos no espaco

Paralelismo no espaco
e Teoremas sobre paralelismo

Perpendicularismo no espaco
e Perpendicularismo entre reta e plano
e Planos perpendiculares

teoremas sobre perpendicularismo

Projecéo ortogonal
e Projecdo ortogonal de um ponto sobre um plano
e Projecdo ortogonal de uma reta sobre um plano
e Projecdo ortogonal de uma figura sobre um plano

Conexoes
Arquitetura

Explorando a tecnologia
Programando posigdes relativas de retas e de planos

Atividades complementares

Para refletir

Capitulo 3

Poliedros

Poliedros
e Poliedros convexos e poliedros ndo convexos
e Poliedros regular

Poliedros de Platdo

Prismas

e  Prisma regular

e Paralelepipedo

e Seccdo transversal de um prisma
Area da superficie de um prisma

Historia a Matematica
A academia de Platdo

Volume
o  Volume de um paralelepipedo
e  Volume de um cubo
e  Principio de Cavalieri
Volume de um prisma

Pirdmides
e Pirdmide regular
e Seccdo transversal de uma piramide
e Area da superficie de uma piramide
Volume de uma pirdmide

Conexdoes
o Arte e Geometria

Explorando a tecnologia
e Construg¢do de modelos solidos geométricos

Atividades complementares

Para refletir
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(conclusdo)

Capitulo 4

Introducéo

Cilindro
e Seccdes de um cilindro
e Area da superficie de um cilindro
e  Volume de um cilindro

e Seccdes de um cone
e Area da superficie de um cone reto
e Volume de um cone
Conexdes
e Agua: recurso e disponibilidade
Esfera
e  Volume de uma esfera
e  Area dasuperficie esférica
Corpos redondos Seccdo de uma esfera
Historia a Matematica
e  Arquimedes
Projecdes cartograficas
e Projecio cilindrica
e Projecdo conica
e Projecdo plana
Explorando a tecnologia
e Areas e volumes de corpos redondos
Atividades complementares
Para refletir

Fonte: Bonjorno et al. (2020).

Desses capitulos (Quadro 2), foi selecionado o capitulo quatro para realizar a selecdo
dos materiais que compdem as analises.

Assim, focamos nosso olhar para buscar, neste capitulo, tarefas, exercicios e
explanagdes dos conteudos que apresentassem ilustragcdes além do texto, especialmente aquelas
relacionadas a bi e tridimensionalidade, contexto historico, contexto do cotidiano, relagdes com
outros conceitos.

Assim, o Quadro 4 foi construido a partir do referencial teorico, o qual aborda os
aspectos historicos da geometria e seu ensino, diante disso, a partir dos trechos selecionados do
livro didatico na sec¢do 4.2 foram analisados os potenciais nexos conceituais. Sua construgao
esteve orientada pelo objetivo da pesquisa, qual seja: discutir potenciais nexos conceituais
relacionados & geometria em um livro didatico do Ensino Médio. A partir desse objetivo,
construimos os critérios de pesquisa e as questdes orientadoras, que guiaram na selecdo dos
trechos do livro didatico para posterior nortear as analises do capitulo quatro. O Quadro 4 (na
pagina seguinte) estd organizado em duas colunas: critérios de analise e questdes orientadoras.
Os critérios de analise sdo os topicos centrais do referencial tedrico para produzir as questdes

de analise.
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Quadro 4 - Critérios de analises

Critérios de Analise

Questdes orientadoras

Posigdes das figuras no plano e no espago

As figuras aparecem sempre na mesma posi¢do? Qual a
posi¢do que geralmente aparecem?

Relagéo entre as figuras bi e tridimensionais

Aparecem relagdes entre bidimensionais e tridimensionais?

A associagdo de figuras geométricas planas com duas
dimensdes sdo elencadas?

A figura geométrica espacial ¢ apresentada com relagdo a
duas dimensdes? E com trés?

Relagdo com o cotidiano

As figuras espaciais sdo contextualizadas com representacdes
de objetos reais?

Historia da geometria

A historia da geometria é citada, como? Aparece relacionada
a outros contextos?

Quando aparece, estd relacionada as questdes praticas da
época, do local e da regido em que foi considerada?

Conexdes entre conceitos

Sao feitas ligagdes entre conceitos?

Fonte: Elaboragéo propria.

A partir do Quadro 4 foram selecionados os trechos do livro didatico do capitulo quatro,

cujas andlises sdo apresentadas no proximo capitulo.
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4 ANALISE DOS TRECHOS SELECIONADOS DO LIVRO DIDATICO

Primeiramente, na producdo dos dados, foi realizada uma identificacdo das partes a
serem analisadas, tomando como base as questdes orientadoras (Quadro 4 e 5). Nessa etapa,
foram lidas todas as paginas do capitulo quatro e foram feitos registros (prints das partes) dos
textos, tarefas, imagens e explicacdes. Nessa etapa, foram selecionados 16 registros do livro,
0s quais estdo sistematizados no Quadro 5, que ¢ utilizado no movimento de analises de
perguntas e respostas. O Quadro 5 contém trés colunas: Questdes orientadoras, Observagdes e
Selec¢des no livro didatico. A primeira coluna apresenta os critérios de analises, entendidos
como topicos centrais e relevantes para a investigagdo; a segunda coluna desdobra as
observagdes, que propdem os aspectos encontrados nos trechos selecionados que serdo
discutidos a luz do referencial teérico; ¢ a terceira coluna indica a localizagdo de manifestacdes
e evidéncias para possiveis respostas as questdes formuladas. Ressalta-se que uma mesma
questdo pode encontrar respaldo em diferentes trechos do livro didatico, podendo, nessa coluna,
ser encontradas diversas paginas como referéncias.

Quadro 5 - Selegio de trechos do livro didatico'
(continua)
Selecdes no livro
didatico
Figura 5 (p.111)

Figuras 6 ¢ 7 (p.
112)

As figuras 5 (exemplo abaixo) a 20 estdo organizadas na | Figura 8 (p. 113)
posicdo vertical, com suas bases paralelas as bordas do | Figuras 9 e 10 (p.
livro didatico. A figura 16 esti com as bordas paralelas ao | 115)

livro, mas rotacionada com o vértice do cone paralelo ao | Figura 11 (p. 118)
livro, diferente das imagens quando propdem a definigdo. | Figura 12 (p. 119)

Questdes orientadoras Observacdes

As  figuras  aparecem

sempre na mesma posi¢ao? Figura 13 (p. 120)
Qual ~a posicdo que | pigura 5 - Definigdo de cilindros obliquos e retos | Figura 14 (p. 121)
geralmente aparecem? De acordo com a inclinagdo das geratrizes em relacdo aos planos das bases, os cilindros Figura 15 (p 122)

podem ser obliquos ou retos. Figura 16 (p 123)

7y Figura 17 (p. 128)
% h Figura 18 (p. 129)
2 L - Figura 19 (p. 131)

= Cilno oblquo = Gl eto Figura 20 (p. 132)
Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 111).

14 As figuras dentro do quadro 5 sio repetidas na sequéncia das analises, e por isso sua numeragio dentro do quadro
ndo ¢ sequencial.
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(continua)

Questdes orientadoras

Observacdes

Selec¢des no livro
didatico

Aparecem relagdes entre

Nas figuras 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16 e 18
apresentadas, identificamos relagcdes entre o bi e o
tridimensional, utilizando conceitos bidimensionais para
construir os objetos tridimensionais. Na Figura 16, por
exemplo, ¢ utilizada a rotacdo de um retingulo para
construir um cone ¢ utiliza do célculo de uma figura plana
para encontrar a geratriz do cone.

Figura 16 - Atividade resolvida
4.Um fabricante resolveu fazer a embalagem
para um de seus produtos no formato de
um cone reto, com 8 cm de diametro e 12
cm de altura. Qual serd a quantidade mini-
ma do material utilizado para cobrir toda a
superficie dessa embalagem? Use m = 314 e

V1o =3,16.

Resolucao
Modelo de embalagem:

Figuras 6 e 7 (p.

112)
Figura 8 (p. 113)

Figuras 9 e 10 (p.

115)

bidimensionais e -, Figura 12 (p. 119)
g . . 4 3
tridimensionais? - Figura 13 (p. 120)
» Figura 14 (p. 121)
12— .
Figura 15 (p. 122)
! . Figura 16 (p. 123)
Aplicando o teorema de Pitagoras, temos: .
gF =12+ 4= 144 + 16 = 160 Figura 18 (p. 129)
9= V160 = 2410
g= 4\/5 om
Vamos agora determinar a area da base (S,
S,=m=mn-#=16n=5 =16ncm’
Célculo da édrea lateral (S,):
S,=mrg=m-4- 410 = 16m410
=5,= 161’!@ cm?
Célculo da area total (8):
5=5,+5,=16m+16m/10 =T6r (1+10) =
=5,=16n (HMJ cm?
Como 10 = 3,16, obtemos:
5, =16+ (314) - (1 + 316) = 50,24 - (416) = 209
Portanto, a quantidade minima sera de 209 cm?
de material.
Fonte: Bonjorno ef al. (2020, p. 123).
Sim, nas figuras 8, 9, ¢ 14 (exemplo abaixo) s#o
apresentadas relagdes entre as duas dimensdes e trés
dimensdes, utilizando a planificacdo dos sélidos para
denotar essa relagdo.
Figura 14 - Area da superficie de um cone
. Area da superficie de um cone reto Figura 8 (p. 113)
A figura geométrica .
. . Vamos planificar a superficie de um cone reto de raio da base r e geratriz g para Figura 9 (p 1 15)
espacial ¢ apresentada ) . ,
N determinar sua area. Flgura 14 (P 121)
com relagdo a duas v

dimensdes? E com trés?

9 superficie lateral

ILUSTRACOES: EDIFORIA DE ARTE

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 121).
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(continua)

Questdes orientadoras

Observacdes

Selec¢des no livro
didatico

A associagdo das figuras
geométricas planas com
as duas dimensdes sdo
elencadas?

Sim, em alguns trechos selecionados, como nas figuras 6, 7,
8, 10, 12, 13, 16 e 18, do livro, as duas dimensdes sdo
abordadas. As figuras 6 e 7 relacionam os cilindros de
revolug@o a partir de um retangulo e um quadrado. Na figura
12 ¢ apresentada um cone de revolugdo a partir de um
tridngulo retangulo.

Figura 12 - Cone de revolug@o a partir de um triangulo
retangulo

Um cone circular reto também pode ser obtido pela rotagao completa de um triangulo
retangulo em torno do eixo de um dos catetos. Assim, o cone reto também é denominado cone
de revolucio.

Fonte: Bonjorno ef al. (2020, p. 119).

Figuras 6 e 7 (p.
112)

Figura 8 (p. 113)
Figura 10 (p. 115)
Figura 12 (p. 119)
Figura 16 (p. 123)
Figura 17 (p. 128)
Figura 18 (p. 129)

A figura geométrica
espacial ¢ apresentada
com relagdo a duas

dimensdes? E com trés?

Sim, nas figuras 8, 9, e 14 (exemplo abaixo) s@o
apresentadas relacdes entre as duas dimensdes e trés
dimensdes, utilizando a planificacdo dos sdlidos para
denotar essa relagéo.

Figura 14 - Area da superficie de um cone
Area da superficie de um cone reto

Vamos planificar a superficie de um cone reto de raio da base r e geratriz g para
determinar sua area.
v

=y

ILUSTRACOES: ECIFORIA DE ARTE

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 121).

Figura 8 (p. 113)
Figura 9 (p. 115)
Figura 14 (p. 121)
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(continua)

Questdes orientadoras

Observacdes

Selec¢des no livro
didatico

As figuras espaciais sdo
contextualizadas com
representagdes de objetos
reais?

Sim, nas figuras 9 (exemplo abaixo), 11, 15, 16, 17 ¢ 20, sdo
feitas contextualizagdes com objetos reais do mundo.

Figura 9 - Exercicio resolvido

1.Uma lata tem o formato cilindrico reta, com
as medidas indicadas na figura. Nessas con-
digoes, responda:

12 (m[

a) Qual é a quantidade minima de papel, em
m?, necessaria para cobrir a superficie la-
teral dessa lata?

b)Qual é a 4rea total da superficie dessa lata?
Usen =314,

Resolucao
Planificando a superficie de cilindro, temos:

@ ~-2'n-5=10m
¥
@

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 115).

Figura 9 (p. 115)

Figura 11 (p. 118)
Figura 15 (p. 122)
Figura 16 (p. 123)
Figura 17 (p. 128)
Figura 20 (p. 132)

A historia da geometria é
citada, como? Aparece
relacionada a  outros
contextos?

Somente na figura 21 a histéria da matematica ¢
mencionada no livro didatico, em uma sec¢éo, que aborda
um fato sobre a vida de Arquimedes.

Figura 21 - Historia da matematica

Arquimedes

A contribuicao de A d da Matemitica foi tao imp
que a Medalha Fields traz, em seu anverso, a efigie de Arquimedes, com seu nome escrito
em grego e a seguinte inscrigio: TRANSIRE SVVM PECTVS MVNDOQVE POTIRE (Superar as
proprias limitagées e dominar o universo).

Essa medalha foi propesta pelo professor John Charles Fields (1863-1932) e comegou a ser
concedida em 1936 aos aticos g pesquisas de destag

Leia a sequir um texto sobre os estudos de Arquimedes sobre a esfera e o cilindro,

Arquimedes, a esfera e o cilindro

|- Plutaroo, um escriter grego do 2 século d.C., & autor de e liveo chamado "As Vidas dos
Homens llustres”[._| Em particular, conta Blutarco que do todas as descobertas gue Arquimedes
fez, 2 que o gedmetra mais apreciava era a relaco da dreas 8 volumes de um cilindro s da eslera
nele contida || Mals precisamente, consideremos uma esfera de raio R, inscrita num cilindre
circular reto, de altura 2R e cuja base tem raio R {Fig.

= Figura L. .. entré o muito gue. me que o que a
proporgao que s entre o clindo & a esfera ele contida, pelo que pediu a seus parentes aue, quando
mostesse, mandassem colocar sobre sua sepultura um cllindro cantendo uma esfera com uma inscrigio

ddo” (Plutarco). € na Siclla como
uestor encontiou uma 14pide ¢om Uma esfera inscrita num eilindro, pelo qué Julgou haver descoberts o
tlmulo de Argquimedes. Cuidou entio de restaurilo, |3 que ele se encontrava tatalmente abandonado.

Bt o volume do ciladro 6 § do volume da osfora, 0 drea total do cilindro também 6 3
da dioa da estera. Alnda sogundo Plutaroo, Arquimedes teria pedida a seus parentes o amigos
aue quando morresse sobre, Itura wn utma esters,
comm tna Lnscrictio da proyoicto ackma seferldn. Cicero, quando exercla fungoes de magistiado
fomano na Siclia, encontiou uma l4pide contendo uma esfera inscrita num cilindro, Como s
mesmo conta, julgou ter achads o tmulo & o sestaurslo. 5
Hovrard Eves |_|, ha pouco maia de vinte anos, em 1965, duranie uma sseavagio para construlr
um hotel e Sitacusa, uma escavadeira deu com uma pedra com a mesma figua antiga de um.
cillndio Contendo uma esfera. Asskm, o tmulo do Arquimedes teria sido novaments encontrado. §
108 tempos modernos. Mas desta vez faltou algusm com 4 dlarividéncia do um Ciceto o, a0 que &
patec, ssse timulo estd agora definitivamento perdido i

R aneins, 10, i

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 132).

Figura 21 (p. 137)

Estd  relacionada  as
questdes  praticas da
época, do local e da
regido?

Sim, a figura 21 estd relacionada a questdes da época da
Grécia Antiga, sobre um pedido de Arquimedes, como ¢
apresentado na Figura 21, acima.

Figura 21 (p. 137)
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(conclusdo)
Selec¢des no livro
didatico
Sim, nas figuras 5, 6,7, 8,9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, | Figura 5 (p.111)
19, 20 e 21 sdo realizadas relagdes entre conceitos, | Figuras 6 ¢ 7 (p.
manifestando buscar conexdes entre outros conceitos, como | 112)
por exemplo na Figura 6, utiliza da rotagdo de um retdngulo | Figura 8 (p. 113)

Questdes orientadoras Observacdes

para construir um cilindro. Figuras 9 ¢ 10 (p.
115)
Sdo feitas ligagdes entre | Figura 6 - Defini¢do de um cilindro de revolugdo a partir | F igura 12 (p. 119)
conceitos? de um retangulo Figura 13 (p. 120)
Um cilindro reto também pode ser obtido pela rotacao completa de Figura 14 (p 121)
um retangulo de lados de medidas r e g em torno do eixo OO Assim, o Figura 1 5 (p 122)

cilindro reto também & denominado cilindro de revolugao.

Figura 16 (p. 123)
Figura 17 (p. 128)
: Figura 18 (p. 129)
a=k Figura 19 (p. 131)
; Figura 20 (p. 132)
Figura 21 (p. 137)

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 112).

Fonte: elaboragao propria.

O Quadro 5 apresenta os trechos selecionados do livro didatico, selecionando excertos
do livro que responderam as questdes. Na secdo 4.1, realizamos o processo de analises a partir
dos trechos selecionados do livro didatico, quando ¢ retornado ao referencial tedrico para

realizar o movimento de analises.

4.1 Analise dos dados selecionados do livro didatico a partir do Quadro 5

Nesta secdo sdo apresentadas as analises realizadas a partir dos trechos selecionados do
livro didatico, conforme o Quadro 5. Nesta se¢do 4.1 ndo ¢ mencionado as relagdes com os
possiveis nexos conceituais, somente na se¢do 4.2 na sintese das analises.

A primeira imagem selecionada apresenta a defini¢do de cilindros obliquos e retos.
Neste trecho o autor propde a defini¢do de cilindros obliquos e retos, apresentada por meio de
duas representagdes distintas, utilizando a geratriz'>. Quando a geratriz é obliqua, o cilindro

também ¢, e quando a geratriz ¢ perpendicular a base, o cilindro € reto.

5o que ¢ geratriz? Sdo os segmentos de reta paralelos ao eixo e cujas extremidades sdo pontos das circunferéncias
das bases, cuja medida ¢ indicada por g (Bonjorno, et al. 2020).
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Figura 5 - Definicdo de cilindros obliquos e retos
De acordo com a inclinacdo das geratrizes em relacdo aos planos das bases, os cilindros

podem ser obliquos ou retos.

]

m Cilindro obliguo m Cilindro reto

1
1
1
1
i
1
1
1
L

Um cilindro é obliquo quando as geratrizes sao obliquas aos planos das bases e é reto quando

as geratrizes sao perpendiculares aos planos das bases.
Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 111).

Nesse recorte, observamos que as figuras estdo organizadas na posi¢do vertical, com as
bases do cilindro paralelas as bordas do livro didatico. Nao aparece qualquer observagdo sobre
a possibilidade de as imagens serem rotacionadas, corroborando com Machado et al. (2018, p.
2), que aponta que “figuras sdo desenhadas quase sempre com os lados paralelos as bordas da
folha”. Logo, podem-se criar lacunas ou dificuldades para os estudantes quando visualizarem
essas mesmas figuras em outras posigdes.

A partir da figura 5, conseguimos criar relacdes entre o bi e tridimensionais,
relacionando as bases do cilindro, tanto do obliquo quanto o reto com o circulo, também
podemos relacionar com o raio e a geratriz.

A relagdo entre a figura geométrica espacial e as duas dimensdes ndo ¢ feita
explicitamente, mas pode ser associada a bases do cilindro com os circulos. J4 com as trés
dimensdes € possivel relacionar, pois apresenta a geratriz e a altura do cilindro.

Considerando a posi¢cdo da figura, supomos que o estudante pode ter desafios em
reconhecer e imaginar uma imagem tridimensional a partir de uma figura bidimensional, porque
exige uma elaboracdo que impossibilita alguns estudantes de estabelecer conexdes, podendo
criar barreiras na sua aprendizagem (Machado et al., 2018).

Na figura 5, ndo ha relagdo com objetos do mundo, mas é possivel relacionar “objetos
fisicos e geométricos, como comparar uma lata de refrigerante a um cilindro” (Koftun 2023,
p.39). Também podemos relacionar com o cilindro obliquo, que pode estar presente em
constru¢des. Relacionadas com objetos do mundo, essas representacdes desses corpos
geométricos, a partir de objetos fisicos que atendem as caracteristicas dos elementos
geométricos espaciais, sdo somente representacdes dos objetos geométricos (Costa, 2020).

Por meio do excerto, ndo sdo encontradas explicitamente ligacdes entre os conceitos,

mas podemos realizar essas ligagdes entre eles por meio das bases do cilindro, relacionando
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com a geometria plana. Também possibilita relacionar com duas representacdes de cilindro a
geratriz. Quando a geratriz ¢ obliqua, o cilindro também €, e quando a geratriz € perpendicular
a base, o cilindro ¢ reto. O trecho cita sobre as geratrizes serem perpendiculares, € com isso, €
possivel relacionar e compreender a perpendicularidade e nido perpendicularidade do sélido
geométrico, a angulacdo formada a partir do cilindro obliquo.

A figura 6 apresenta a definicdo de um cilindro de revolucdo a partir de um retangulo,
em que ¢ construida uma relacdo entre figuras planas e espaciais, utilizada para explicar o
cilindro de revolugdo. A rotacdo de um retdngulo tem a posicdo das bases das figuras
apresentadas no livro, que também aparecem de maneira paralela as bordas do livro, na posi¢ao

vertical.

Figura 6 - Definicdo de um cilindro de revolugéo a partir de um retangulo
Um cilindro reto também pode ser obtido pelarotacdo completa de

um retangulo de lados de medidas r e g em torno do eixo OQ'. Assim, o
cilindro reto também é denominado cilindro de revolucao.

0 S

o
o
Il
>
ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

p z‘_"\"_

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 112).

A partir da imagem ilustrada no livro, o estudante necessita reconstruir mentalmente
que, por meio de uma rotagdo de um retangulo, tem-se um cilindro. Essa tarefa pode exigir um
esforco mental dos estudantes e alguns ndo conseguirem entender (Machado et al, 2018).
Paralelo a isso, podemos elencar que utilizar ferramentas auxiliares para representar essa
revolucdo do cilindro pode ser uma alternativa para reconstruir uma imagem tridimensional a
partir de uma figura bidimensional. Isso permite a associag@o entre as dimensdes, relacionando
os lados do retangulo, largura e comprimento, com as medidas do cilindro para construir uma
superficie curva, que ¢ a lateral desse objeto (Koftun, 2023). Nesse trecho selecionado, notamos
a presenca de ligacdes entre conceitos tanto bidimensionais quanto tridimensionais, utilizando
elementos que compdem o plano para construir um objeto do espago, como largura, associada
com o raio do cilindro e o comprimento com o comprimento do cilindro, € como isso determina

0 seu tamanho.
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Na figura 7 ¢ apresentado o cilindro de revolucdo a partir de um quadrado. Nessa
imagem, ¢ feita uma relacdo com o quadrado, que com isso recebe o nome de cilindro
equilatero. As bases dessa figura também sdo paralelas as bordas do livro didatico, sendo

apresentada sempre na mesma posi¢ao, verticalmente as bordas do livro.

Figura 7 - Cilindro de revolugdo a partir de um quadrado
Se a medida da altura do cilindro for igual a medida do diametro

da base, ou seja, h = 2r, entdao a seccao meridiana € um quadrado e o
cilindro é chamado de cilindro equilatero.

_ secgdo h=2r
meridiana >
docilindro
-~
2r

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 112).

Nesse excerto, o autor busca realizar uma conexdo entre os conceitos utilizando o
diametro para denotar o lado do quadrado, criando uma relagdo entre as figuras bidimensionais
e tridimensionais. Por meio da sec¢do meridiana do cilindro, ¢ construido um quadrado, e a
altura do cilindro e o didmetro tem a mesma medida.

Na figura 8 ¢ apresentada a 4rea de um cilindro reto, por meio de “duas bases planas na
forma de um circulo e uma superficie lateral visualmente arredondada” Koftun (2023, p. 146),
fazendo relag@o entre conceitos de raio, base e altura. Assim, cria-se uma conexao com as

figuras bidimensionais e tridimensionais.
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Figura 8 - Area da superficie de um cilindro reto

Area da superficie de
um cilindro reto

Vamos planificar a superficie de um cilindro reto de altura medindo
h e raio da base r para determinar a area da sua superficie.

base

superficie lateral

C=2mr

EDITORIA DE ARTE

base

A superficie total de um cilindro reto é formada pela superficie
lateral e pela superficie das duas bases circulares. Como podemos
observar pela planificacao, a area dessa superficie é a area do retangulo
de dimensodes 2ntr e h mais as areas das bases, cada uma delas com area
eqguivalente a area de um circulo de raio r.

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 113).

O excerto acima apresenta a ideia da area de um cilindro planificado em trés partes,
duas bases circulares, que sdo as areas do circulo; e uma 4rea retangular, que ¢ a area do
retangulo. O retangulo que ¢ apresentado na planificacdo tem como medida o comprimento da
circunferéncia, relacionando, entdo, com as nocdes de bi e tridimensionalidade.

Notamos que a posi¢do dessa figura € vertical, paralela a borda do livro. A construgéo
dessa figura pode exigir do estudante reconstruir ou construir uma imagem tridimensional a
partir de uma imagem bidimensional.

A figura 9, na pagina seguinte, apresenta um exercicio resolvido de um objeto no
formato cilindrico. O livro propde um exercicio com sua representacdo verticalmente paralela
as bordas do livro, mantendo as posigdes apresentadas nas defini¢des. Esse exercicio apresenta
relagdo com objetos do mundo, ou seja, uma lata, que podemos encontrar em nosso cotidiano.
Assim, ¢ possivel comparar objetos fisicos com objetos geométricos (Koftun, 2023). Esses
objetos do mundo sdo representacdes dos objetos geométricos que atendem caracteristicas dos

objetos geométricos espaciais (Costa, 2020).
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Figura 9 - Exercicio resolvido
1.Uma lata tem o formato cilindrico reta, com
as medidas indicadas na figura. Nessas con-
dicoes, responda:

12cm

Qual é a quantidade minima de papel, em
cm?, necessaria para cobrir a superficie la-
teral dessa lata?

Qual é a area total da superficie dessa lata?
Usern = 3,14.

Resolucao
Planificando a superficie do cilindro, temos:

-2'mt-5=10m

) -

12

Fonte: Bonjorno ef al. (2020, p. 115).

A resolucdo também apresenta a planificagdo, utilizando conceitos bidimensionais para
resolver o exercicio. Assim, sdo apresentados dois circulos, que correspondem as bases do
cilindro, enquanto a parte retangular representa a altura e comprimento da parte curva do
cilindro. Logo, para calcular a area total do cilindro, ¢ utilizado o calculo da area do circulo,
também do retdngulo. Dessa forma, ¢ possivel criar uma relagdo entre o bi e tridimensional,
pois a partir da planificagdo em duas dimensdes forma-se o objeto espacial em trés dimensdes.
Nesse trecho, utiliza-se uma conexdo entre conceitos, como a altura do cilindro sendo
representada pela largura do retangulo e a parte curva do cilindro, sendo o comprimento do

retangulo, e as bases do cilindro, formado por circulos.
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Na figura 10 ¢ apresentado um exercicio resolvido, como um calcule, utilizando um
solido menor e outro maior, por meio da rotacdo de um retangulo. A figura plana e o solido
geométrico aparecem com a mesma posi¢do habitual das definigdes. Embora o exercicio
apresente duas formas de relacionar o retdngulo, um sendo menor e outro maior, ndo sdo
exploradas variagdes ou rotagdes. Também, o exercicio pede uma interpretacdo de que o
cilindro de revolucdo que tem maior area ¢ aquele que possui maior base do retangulo, pois esta
relacionado a medida do raio da circunferéncia, € 0 que tem raio menor tem a area menor.

Nesse contexto, os mesmos objetos em posi¢des diferentes podem levar os estudantes a

ndo reconhecé-los (Machado et al., 2018).

Figura 10 - Exercicio resolvido

2. Calcule a 4rea total do sélido obtido pela rota-
cao completa de um retangulo de dimenso6es
4 cme 12 cm em torno do lado:

menor; maior.
Resolucao

O solido obtido nesse caso & um cilindro
reto de raio da base 12 cm e altura 4 cm.

S,=2nrth+n=
=5 =2n-12(4+12)=5,=384n
Portanto, S, = 384n cm?.

O solido obtido nesse caso @ um cilindro
reto de raio da base 4 cm e altura 12 cm.
Assim:

12

ILUSTRAGOES: EDITOR! A DE ARTE

4

S,=2n-4(12+ 4) =S5, =128n

Portanto, S, = 128w cm?.
Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 115).

Em outro exercicio sobre cilindros (Figura 10), ¢ estabelecida uma relacdo entre as
figuras planas com o retdngulo e os s6lidos geométricos com o cilindro, tentando associar o

comprimento e a largura do retdngulo com o raio e a altura do cilindro. Nesse excerto, o
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estudante necessita um esforco mental na tarefa de reconstruir essa rotagdo, podendo gerar
dificuldade para alguns (Machado et al., 2018). No trecho selecionado, é possivel notar que ¢
utilizada a relacdo entre conceitos, com o uso de elementos do plano, como raio € comprimento,
relacionando com a altura e a parte curva do cilindro da geometria espacial.

Na figura 11 ¢ apresentada a defini¢do e contextualizagdo do cone.

Figura 11 - Defini¢ao e contextualizagdo do cone

Cone

Além do cilindro, ha outro grupo de corpos redondos, cuja forma pode ser asso-
ciada a objetos do cotidiano, como funis, casquinha de sorvete e cones de transito.
Esse tipo de corpo redondo, que é denominado cone, estudaremos a seguir.

Dado um plano o, um circulo C contido em o e um ponto V que nao pertence
a o, a figura geométrica formada pela reunido de todos os segmentos de reta que
tém uma extremidade no ponto V e a outra em um ponto do circulo C é denominada
cone circular ou, simplesmente, cone.

l LIPIN G/SHUTTERSTOCK.COM

Fonte: njorno et al. (2020, p. 118).

Nesse excerto, o autor apresenta relagdes com o cotidiano, relacionando o cone com o
tronco de cone de transito, funis e casquinhas de sorvete. Concomitante a isso, notamos que a
imagem busca representar um cone obliquo, e na sequéncia do livro, o autor apresenta os
elementos do cone. Também, na imagem apresentada dos troncos de cones de transito,
aparecem um paralelo as bordas do livro e o outro inclinado, podendo essas posi¢cdes serem
exploradas e discutidas em sala. Essa imagem relacionada com o tronco do cone é uma
representacdo de objetos geométricos que atendem caracteristicas dos objetos geométricos

espaciais (Costa, 2020).
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Na figura 12, o cone de revolugdo ¢ apresentado a partir de um tridngulo retangulo,

sendo mais uma vez recorrente a posicao das figuras paralelas as bordas do livro.

Figura 12 - Cone de revolug¢@o a partir de um tridngulo retangulo

Um cone circular reto também pode ser obtido pela rotacdo completa de um tridngulo
retangulo em torno do eixo de um dos catetos. Assim, o cone reto também é denominado cone
de revolucao.

i

= v

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 119).

Nesse excerto, ¢ apresentado o cone de revolucdo a partir da rotacdo de um tridngulo
retangulo, criando uma conexao entre as figuras bi e tridimensionais, além das relagdes com
raio, vértice e geratriz. Paralelo a isso e observando o triangulo retangulo, ¢ possivel associar
os catetos do tridngulo: cateto adjacente com a altura, cateto oposto com o raio e a hipotenusa
com a geratriz, realizando ligag@o entre conceitos.

No entanto, o estudante necessita reconstruir, a partir da revolu¢do do triangulo
retangulo, um solido geométrico, o que ndo se configura em uma tarefa simples, pois necessita
imaginar um giro de uma figura plana que ndo tem espessura, ¢ construir um cilindro. Para
ajudar na compreensdo, podem ser utilizadas ferramentas auxiliares, como softwares que
possibilitam visualizar essa revolug@o. Para calcular a geratriz do cone ¢ utilizado o Teorema
de Pitadgoras.

Na figura 13 sdo apresentadas as sec¢des de um cone a partir de um triangulo isosceles
e um equildtero. Com isso, as relagdes entre as figuras bi e tridimensionais, a partir do que ¢
pontuado no livro, que as sec¢des meridianas de um cone podem criar dois tipos de tridngulo:
o triangulo isésceles e o equilatero. Quando a base, ou seja, o didmetro, mede 2r e seus lados
sdo congruentes, medindo g, ¢ criado um cone isosceles, pois tem a base diferente do seu lado
g; e quando a base mede 2r e g medem 2r, ¢ construido um cone equilatero, tendo a base e seu

lado g iguais.
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Figura 13 - Sec¢do de um cone a partir de um tridngulo is6sceles e equilatero
No cone circular reto, a seccao meridiana € um triangulo isésceles
de base 2r e lados congruentes medindo g.

Quando a seccao meridiana for um tridngulo equilatero, ou seja,
g = 2r,0 cone é chamado de cone equilatero.

= Cone equilatero

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 120).

Notamos que as representagdes das figuras paralelas as bordas do livro sdo sempre
recorrentes a definicdo do cone. Nesse trecho, utilizam-se duas e trés dimensdes, a partir de
uma seccdo meridiana (duas dimensdes) € o cone (trés dimensdes). Na mesma figura
apresentada, notamos a liga¢do entre conceitos, raio, didmetro, altura, circulo, tridngulo,
geratriz, todos eles relacionados a constru¢@o do cone.

Na figura 14, na pagina seguinte, ¢ apresentada a area da superficie do cone reto, por
meio de sua planificagao.

No excerto apresentado, ha relacdo entre bidimensional e tridimensional, fazendo
conexao com a base do cone pelo circulo, pois faz meng¢do ao raio, ao diametro do circulo, ¢ a

superficie lateral do cone por um setor circular.
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Figura 14 - Area da superficie de um cone

Area da superficie de um cone reto

Vamos planificar a superficie de um cone reto de raio da base r e geratriz g para
determinar sua area.

9 superficie lateral

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 121).

Para realizar o calculo da area, sdo utilizados conceitos e elementos do circulo para
calcular a area da base, e para calcular a area da superficie lateral, ¢ utilizada a 4rea
correspondente ao setor circular, fazendo ligagdo entre os conceitos de areas das figuras planas
para resolver a area dos solidos geométricos.

Pode ser explorado, a partir das planificacdes, que as figuras planas compdem os lados,
bases ou superficies laterais dos solidos geométricos e que, portanto, os conceitos ndo sio
compreendidos de forma separada ou linearmente.

Diante disso, o estudante tem a tarefa de reconstruir o cone a partir da sua planificagdo,
que € um setor circular e um circulo. Com isso, utiliza as relagdes entre as figuras planas e
espaciais. Paralelo a isso, poderiam ser propostas, no livro, planificagdes por meio de
ferramentas auxiliares, como o uso de software.

Na figura 15, na pagina seguinte, ¢ apresentado o volume do cone, cuja imagem traz a
contextualizagdo de um cone como um doce brasileiro (canudinho de doce de leite), fazendo
relagdo direta com o cotidiano dos estudantes. Nesse exemplo, o autor busca relacionar o

volume com a quantidade necessaria para preencher cada canudo.
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Figura 15 - Volume do cone

Volume de um cone

Considere a situacao a seguir.

Um doce muito famoso e tradicional no Brasil
é o canudinho de doce de leite. Ele consiste em
uma massa fina frita em formato que lembra
um cone que é recheado com doce de leite
cremoso. Exatamente por ser muito famoso,
0 dono de uma confeitaria decidiu produzir e
vender esse doce.

Para determinar quanto de doce de leite seria neces-
sdrio fazer, é preciso responder duas perguntas: quantas unidades de canudinhos ele pretende
produzir por dia e qual a quantidade de doce de leite necessdria para preencher cada canudo.

Mas como calcular essa quantidade?

Assim como fizemos para determinar o volume de uma pirdmide, no Capitulo anterior, aplicando
o principio de Cavalieri, podemos utilizar o mesmo radocinio para determinar o volume de um cone.

Considere um cone C e uma pirdmide P de mesma altura de medidas h e bases de mesma area
5,» contidas em um plano horizontal ¢. Qualquer plano B, paralelo ao plano g, distante h' do vértice
e secante aos solidos C e P determina duas sec¢bes transversais de areas 5, e 5,, respectivamente.

- = Cones de sorvete.

Sabemos que para piramides vale a igualdade 5_1 = [%)l Prova-se

Voltando ao problema 5 h
do recheio de doce

de leite, se o dono da
doceria fez 800 mL

de doce de leite,
aproximadamente
quantos canudos com
3 cm de didmetro por

8 cm de altura ele
podera preencher?
Saibaque 1cm® = 1mL.

42 canudos

que a relagdo andloga vale também para cones, ou sgja, i & [ET

Logo, i=£ g, portanto, 5, = 5,.
sb 5&

EDITORIADE ARTE

Assim, pelo principio de Cavalieri, podemos concluir que o volume da piramide P é igual ao
volume do cone C e podemos escrever:

s __ areada base - altura
l"‘I|:|I'ri|mll:||! - V;one = 3

V=le-h=> I."'=lm'1-h
& 3
Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 122).

A partir do excerto apresentado, observa-se que relaciona a explica¢do da piramide com
principio de Cavalieri, ndo se limitando somente a formula, mas construindo-a a partir de outras

relacdes.
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No trecho, quando apresentada a ilustracdo do principio de Cavalieri, notamos que sao
demonstrados dois planos, € a partir desses cortes dos planos, verifica-se, no cone, um formato
circular, e na piramide, o formato de um quadrado. Paralelo a isso, a partir do principio de
Cavalieri, foi possivel construir o volume da pirdmide e do cone, possibilitando estabelecer
conexao entre 0s conceitos.

Na figura 16 ¢ apresentada uma atividade resolvida, na qual notamos que o cone aparece
rotacionado, diferentemente das imagens que demonstraram as defini¢des. No trecho a relagao
¢ feita entre o cone e tridngulo retangulo, utilizando geratriz para a hipotenusa, cateto adjacente
para altura e cateto oposto para o raio da base, e com isso podemos reproduzir o teorema de

Pitagoras.

Figura 16 - Atividade resolvida

4. Um fabricante resolveu fazer a embalagem
para um de seus produtos no formato de
um cone reto, com 8 cm de diametro e 12
cm de altura. Qual sera a quantidade mini-
ma do material utilizado para cobrir toda a
superficie dessa embalagem? Use © = 3,14 e

J10 = 3,16.
Resolucao

Modelo de embalagem:

4 .
ﬁ . HV

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
F=12+4=144+16 =160

g = 160 =410
g= 4\/ﬁcm

Vamos agora determinar a érea da base (S,):
S,=mr=mn-4=16nr=S5, =161 cm’
Caélculo da area lateral (S,):

S,=mrg=m-4: 4310 = 16m/10

=5, = 161110 cm?

Célculo da area total (S):
5=5,+5,=16n+16m/10 =16x (1+10) =
=5 =16n (H—\/ﬁ) cm?

Como V10 = 3,16, obtemos:

S, =16-(314) - (1 + 316) = 50,24 - (4,16) = 209

Portanto, a quantidade minima sera de 209 cm?

de material.
Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 123).
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O autor utiliza a reproducio de férmulas e de conceitos do mundo para relacioné-los
com o cone. Esse exercicio também possibilita que o estudante pense em tipos de produtos que
podem ser embalados com esse formato.

Na figura 17 ¢ apresentada a contextualizag@o da esfera, relacionando com objetos que
lembram o formato de uma esfera, e estdo presentes no cotidiano, como o planeta Terra, com

um formato geoide, bola, coberturas de igreja e bolinhas de gude.

Figura 17 - Contextualizagao de esfera

Esfera

Muitos objetos e construcdes que vemos em nosso cotidiano possuem
0 planeta Terra tem, formatos que lembram esferas ou partes de uma esfera. Apesar de ndo
por definicio, a forma  constituirem rigorosamente esferas, possuem um formato muito préximo
de um geoide, quetem a0 delas e, por isso, para alguns calculos, pode-se tratar esses objetos
asuperficie irregular.  como esferas e é isso, inclusive, que faremos aqui.

= Uma bola de futebol é um exemplo de um objeto com formato

muito proximo ao de uma esfera, mas que nao constitui igorosamente

p uma esfera. A prépria Terra, como sabemos, é muito parecida com

uma esfera quando observada a distancia, mas por varios motivos,
como o fato de ser achatada nos polos, nao possui o formato de

v uma esfera.
Vamos considerar um ponto O e um numero real r positivo como

indicado na figura.

O conjunto de todos os pontos P do espaco, cuja distancia ao ponto
O é igual a r, é denominado superficie esférica de centro O e raio r.

O solido limitado por uma superficie esférica chama-se esfera.
Dessa maneira, a esfera de centro O e raio r é o conjunto dos pontos
do espaco cuja distancia ao ponto O é menor ou igual a r.

De modo bastante simples, podemos dizer que a superficie esférica
é a "casca', enquanto a esfera é a reunido da "casca" com o "miolo".

As denominacdes centro e raio sdo aplicadas indiferentemente a
uma superficie esférica ou a esfera por ela limitada.

EDATORIA DEARTE

= Domo da Rocha, parte
do Santuario Nobre,
ou Monte do Templo _
(nome dado por ]
mugulmanos e judeus, - 1 !
respectivamente), 14
onde também esta -
localizada a Mesquita de
Al Agsa, em Jerusalém.
Fotografia de 2020.

g -0

. A
Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 128).
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Esse excerto mostra a relagdo dos elementos raio e centro, que estdo relacionados a

geometria Plana e aos sélidos geométricos, em especial a esfera. O formato da figura

apresentada esta na posi¢ao vertical, paralela as bordas do livro, como as demais.

Na figura 18 ¢ apresentada a definicdo da esfera, mostrando seus elementos e fazendo

relacdes com os mesmos elementos que foram utilizadas para dividir o Planeta Terra, que ¢

dividido em dois hemisférios (Norte e Sul), a partir da linha do equador.

Figura 18 - Defini¢éo de esfera

meridiano
=— paralelo

i ~— equador

polo —"1P,

Os circulos obtidos pela interseccdao da esfera com um plano que

passa pelo centro O sdo chamados circulos maximos.

Fixado um eixo e, o equador é um particular circulo maximo que

divide a esfera em duas partes iguais chamadas de hemisférios.

i hemisfério

— circulo maximo

hemisfério

A esfera também pode ser obtida pela rotacao completa de um
semicirculo em torno de um eixo que contém seu diametro. Por isso, o

eixo e também é chamado de eixo de rotacgéo.

e €

-
A
el _0"’"- 5 * @»O ‘
T —

B

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 129).

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

SAIBA QUE...

0s mesmos
elementos da esfera
foram adotados para
dividir a Terra. Ela

¢ dividida em dois
hemisférios (Norte
e Sul), apartirda
linha do equador,
que corresponde a
uma circunferéncia
maxima do planeta,
medindo 40075 km.

30_KOT/SHUTTERSTO CK.COM

Nesse excerto, ha relacdo dos elementos da esfera, os polos, os meridianos, as linhas e

os hemisférios, que sdo elementos presentes, mas que nao conseguimos ver, nao t€ém espessura

(Fonseca et al., 2011). Esses elementos sdo algo sem dimensio, que ndo podemos tocar, que

ndo existem na realidade, e s6 é possivel concebé-los por meio de abstracdo. O exercicio

também apresenta relacdes entre o bidimensional, utilizando o raio, didmetro e semicirculo, e
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a partir da rotacdo completa de um semicirculo ¢ possivel construir uma esfera, relacionando
com o tridimensional. Mediante a isso, o estudante necessita realizar a tarefa de reconstruir
mentalmente um so6lido geométrico a partir da rotacdo de uma figura plana, o que pode exigir
um esforgo por parte dos estudantes, o que ndo garante que todos consigam realizar.

Na figura 19 ¢ apresentado o volume da esfera. A defini¢do apresentada relaciona com

o bidimensional, por meio do raio e do circulo, também utiliza o tridngulo retangulo.

Figura 19 - Volume da esfera
Agora, vamos considerar uma esfera E de raio r e o sélido A, apoiados em um
mesmo planc o, conforme mostra a figura a seguir.

Considere também um plano B paralelo a & que secciona a esfera E e o sélido A
a uma distancia d do centro da esfera O, como mostra a figura a seguir.

ILLISTRAGOES EDITORIA DE ARTE

O plano B determina um circulo na esfera E, cujo raio indicaremos por R. Pelo
teorema de Pitagoras, temos:

P=R+E=R=F—-d
Assim, a area S, do circulo é dada por:
S,=nRt=mnr—d ()
A seccdo determinada pelo plano B no sélido A é uma coroa circular de raios r
e desuaédrea S, é dada por:

s,=xn@—da) ()
Assim, comparando @ e @, verificamos que a drea da seccdo plana da esfera

E (circulo) é igual a area da seccéo plana do sélido A (coroa circular).
Pelo principio de Cavalieri, a esfera £ tem o mesmo volume que o sélido A e,

4
portanto, o volume V da esfera é dado por: V= ?m‘a

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 131).

Nesse excerto, a defini¢do descrita do volume da esfera ndo se limita apenas a féormula,

trazendo com ela uma demonstracdo por meio de dois planos, relacionado com o principio de
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Cavalieri e o Teorema de Pitagoras, para entdo construir o calculo do volume. Nesse trecho, o
autor utiliza dois planos paralelos, uma esfera e um sélido (dois cones inscritos a um cilindro).
Um desses planos secciona a esfera, e com isso, a area da sec¢do plana da esfera ¢ um circulo;
e do solido, ¢ uma coroa circular. Essas duas secc¢des utilizam o Teorema de Pitagoras e do
Principio de Cavalieri para construir o volume da esfera.

As posigdes que sdo apresentados nesses dois planos estdo no formato vertical e paralelo
as bordas do livro didatico.

Na figura 20, s@o apresentados dois exercicios da esfera, os quais estdo relacionados ao
cotidiano, mencionando a aplicabilidade de conceitos matematicos ao dia a dia, também

utilizam calculos de férmulas.

Figura 20 - Exercicio resolvido da esfera

ATIVIDADES RESOLVIDAS

7. Um silo tem o formato de um cilindro circular | 8. Para medir o didmetro de uma esfera macica,
reto (com fundo) sob uma semiesfera, como Jodo utilizou a seguinte estratégia: colocou
na figura. Determine o volume desse silo, sa- certa quantidade de agua em um cilindro de
bendo que o raio do cilindro mede 2 m e que raio 10 cm e altura 20 cm. Em seguida, mergu-
a altura do silo mede 8 m. Ilhou a esfera na agua, de modo que ela ficou

totalmente submersa. Ele, entao, verificou que
a altura da agua no cilindro subiu 2 cm. Assim,
pode determinar o diametro da esfera. Qual é
esse didmetro?

Resolucao

ILUSTRACOES: EDTORIA DE ARTE

10em
Resolucao 2
O volume do silo é igual a soma dos volumes ol
de uma semiesfera de raio 2 m e de um cilin-
dro de raio 2 me altura 6 m. uSem =Com
————— aesfera aesfera
IZ m
--- A estratégia de Jodo é correta, pois o volu-
me de agua deslocada (e conhecida, pois se
6m trata de um cilindro) é equivalente ao volu-

me da esfera.
-1 O volume de agua deslocada corresponde ao
volume de um cilindro de raio 10 cm e altura

S

3
y 73'“'2 _len 2 cm.
semiesfera 2 ) Vicsiocado = TP - h =1 - 102 2 = 200m cm?®
4
Viingro = 0+ 22+ 6 = 24n m? Vasters = 3 TR® = 200m = R = /150 cm
Logo: V= 16m +24= ﬁn: v, :@mg O didmetro é igual a 2 - /150 cm, aproxima-
3 3 damente 10,6 cm.

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 132).

O exercicio sete apresentado estabelece conexao entre figuras bidimensionais circulo e

raio, e relaciona com as tridimensionais, cilindro e esfera. No exercicio oito, € relacionado raio,
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altura, cilindro, esfera, volume da esfera e volume do cilindro. Esse exercicio apresenta um
formato de experimento. Aliado a isso, propde-se de maneira fisica, aos estudantes, que realizar
esses tipos de experimento poderia ser uma alternativa. As imagens sdo apresentadas na forma
vertical, comum em toda a obra, e igual nas defini¢des.

A figura 21 apresenta um texto com uma contribui¢do da historia de Arquimedes. Nessa
histéria, Arquimedes pede que, ao falecer, seus familiares colocassem um cilindro sobre seu
timulo e uma esfera dentro dele. Esse trecho apresentado no livro faz parte da historia da
Matematica, trazendo uma conexdo com os sélidos geométricos, o volume do cilindro e da

esfera.

Figura 21 - Histéria da matematica

HISTORIA DA MATEMATICA

Arquimedes

A contribuicao de Arguimedes para o desenvolvimento da Matematica fol tao importante
que a Medalha Flelds traz, em seu anverso, a efigie de Arquimedes, com seu nome escrito
em grego e a seguinte inscricdo: TRANSIRE SVVM PECTVS MVNDOOQVE POTIRE (Superar as
préprias limitagdes e dominar o universa).

Essa medalha foi proposta pelo professor John Charles Fields (1862-1932) e comecou a ser
concedida em 1936 aos matematicos que desenvolvam pesquisas de destaque.

Leia a seguir um texto sobre os estudos de Arquimedes sobre a esfera e o cilindro.

Argquimedes, a esfera e o cilindro

[...] Plutarco, um escritor grego do 12 sécwlo d.C., € autor de um livio chamado “As Vidas dos
Homens Instres”|..] Em particular, conta Plutarco que de todas as descobertas que Arquimedes
fez, a que o gedmetra mais apreciava era a relagao de dreas e volumes de um cilindro & da esfera

<L nele contida [..]. Mais precisamente, consideremos uma esfera de raio R, inscrita num cilindro
9 circular reto, de altura 2H e cuja base tem raio R (Fig. 1).
am]
o
' ce
o
e Ve A 2 §
=T Ve Ade 3 ]
[ £
i
)
o ® Figura |. “... entre o muito que inventou parece-me que o que mais apreciava era a demonstragao da
g proporgao que hd entre o cilindro e a esfera nele contida, pelo que pediu a seus parentes que, quando
[T morresse, mandassem colocar sobre sua sepultura um cilindro contendo uma esfera com uma inscrigao
o da proporgao pela qual o que contém excede o conteddo” (Plutarco). Clcero quando servia na Sicilia como

questor, encontrou uma lpide com uma esfera inscrita num cilindro, pelo que julgou haver descoberto o
tiumulo de Arquimedes. Cuidou entdo de restaurd-lo, jé que ele se encontrava totalmente abandonado.

Entao o volume do cilindro e % do volume da esfera, e a drea total do cilindro tambem & %

da drea da esfera. Ainda segundo Plutarco, Arquimedes teria pedido a seus parentes e amigos
que quando morTesse mandassem colocar sobre sua sepultura um cilindro contendo uma esfera,
oom uma inscrigio da proporgéo acima referida. Cicero, quando exercia fungbes de magistrado
romano na Sicllia, encontron uma lédpide contendo uma esfera inscrita num clindro. Como ele
mesmo conta, fulgon ter achado o timulo de Arquimedes & cuidou de restaurd-lo. Sequndo o autor
Howard Eves [...], ha pouco mais de vinte anos, em 1985, durante uma escavagéo para construir
urmn hotel em Siracusa, uma escavadeita deu com uma pedra com a mesma figura antiga de um
cilindro contendo uma esfera. Assim, o tirmilo de Arquimedes teria sido novamente encontrado
nos tempos modemos. Mas desta vez faltou alguem com a clarividéncia de um Cicero e, ao que
parece, esse fimulo estd agora definitivamente perdido...

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD

AVILA, B ATqQUIMEdes, 3 esfara & o cllindro. Revists do Professar de Matematica,
Riode Janelro, n. 10. Oisponfvel eme hitp:/ . rpm.org br'cdrpmy 107 3.htm.A cesso em: 8 ago. 2020.

LI R MDA TERSTOCKE O

Fonte: Bonjorno et al. (2020, p. 132).
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Na secdo 4.2, realizamos uma sintese dos trechos selecionados do livro didatico e

analisados nesta se¢do.

4.2 Sintese interpretativa dos trechos selecionado do livro didatico

A partir da anélise dos dezesseis trechos selecionados do capitulo quatro do livro de
geometria proporcionam estabelecer relagdes entre as figuras bidimensionais e tridimensionais,
bem como realiza algumas ligacdes entre diferentes conceitos.

Com relacdo as posi¢des das figuras, verificou-se que, nos trechos selecionados, as
imagens sdo apresentadas de forma vertical, paralelas as bordas dos livros. Para a questdo das
contextualizagdes com objetos reais, nas Figura 9, 11, 15, 16, 17 e 20 sdo apresentadas algumas
comparagdes com objetos reais do mundo. As relagdes com duas e trés dimensdes aparecem
com mais frequéncia nos trechos 6, 7, 8,9, 10, 12, 13, 14, 16 e 18, e a historia da matematica ¢
referida somente na figura 21, citando de forma breve a vida de Arquimedes.

Embora nas analises anteriores ndo tenham sido destacados indicios de potenciais nexos
conceituais internos, reconhecemos que podem ser explorados pelo professor e pelos
estudantes, a partir desses excertos do livro.

Na figura 5, por exemplo, ndo aparece de forma explicita a relacdo entre o bi e
tridimensional, mas pode ser inferida por meio das bases do cilindro, constituidas por duas
bases circulares. Com essa representacdo, ¢ possivel relacionar raio e geratriz a
perpendicularidade e ndo perpendicularidade, o que pode manifestar indicios de potenciais
nexos conceituais, exigindo que o estudante e o professor construam e estabelegam relagdes
entre o bi e tridimensional (Moura; Aragjo; Cedro, 2018).

A partir das figuras 5, 6, 7, 8 e 12 podem ser feitas contextualizagdes dessas imagens
com objetos usuais do cotidiano, como vaso ou lata, discutindo que, a partir da rota¢do de
qualquer tamanho de retangulo, é possivel construir um cilindro. De acordo com Koftun (2023,
p- 39), algumas formas geométricas espaciais podem ser relacionadas com o cotidiano,
permitindo estabelecer comparagdes “entre os objetos fisicos e geométricos como comparar
uma lata de refrigerante a um cilindro, e uma esfera com uma bola de futebol”. Essas figuras
sdo caracterizadas por possuirem trés dimensdes: altura, comprimento e largura. Embora esses
objetos presentes sejam tridimensionais, algumas de suas representagdes nio sdo regulares,
apresentam as caracteristicas altura, comprimento e largura, mas com as medidas alteradas, ndo

sendo regulares (Costa, 2022).
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Nos trechos 6, 7, 13 e 18, sdo utilizadas figuras planas com duas dimensdes (retangulo,
quadrado, tridngulo isdsceles e semicirculo). Fazendo a rotacdo dessas figuras, ¢ possivel
construir os solidos geométricos (cilindro, cone e esfera). As figuras 6 e 7 utilizam a largura do
retangulo como sendo o raio da base do cilindro, enquanto o comprimento do retangulo faz
referéncia a altura do cilindro. Na figura 13, relacionam-se as sec¢des meridianas utilizando um
semicirculo para realizar a rotagdo e construir a esfera, e tridngulos isosceles e do equilatero
para formar um cone. Essas representagdes sdo idealizagdes, ja que as figuras planas ndo
possuem espessura (Fonseca et al., 2011).

As figuras 7, 13 e 18 apresentam as sec¢des meridianas como linhas imagindrias, ou
seja, sem dimensdo, que ndo existem na realidade (Fischbein, 1993). Pensar nas seccdes
meridianas remete as sec¢cdes meridianas do Planeta Terra, que também ndo sdo visiveis, mas
sdo denotadas como imaginérias, ou seja, essas contextualizagdes estio relacionadas as relagdes
conceituais.

As figuras 8 e 14 apresentam as planificacdes do cilindro e do cone, as quais estdo
relacionadas com o bi e tridimensional. Para a planificacdo do cilindro, o livro utiliza um
retangulo e duas bases circulares, e para o cone, um setor circular e uma base circular.

As figuras 9, 10, 16 e 20 foram os trechos selecionados que compunham alguns
exercicios resolvidos. Nos trechos 9 e 16 foi utilizada uma relagdo com os objetos reais do
mundo, como o calculo da quantidade de papel necessaria para cobrir a lateral de uma lata. Para
isso, foi necessario calcular a area curva e a area da base do cilindro. Na figura 16 foi proposto
construir uma embalagem para um produto. A figura 10 apresenta um exercicio para calcular a
area de dois cilindros, um maior e outro menor. No trecho 20 sdo dois exercicios: um propde o
calculo do volume utilizando um cilindro e uma semiesfera, e o outro demonstra um
experimento utilizando novamente um cilindro e uma esfera. Esses trechos evidenciam as
relagdes entre os corpos redondos e com as figuras planas para calcular a area de cada corpo
redondo.

As Figuras 15 e 19 tratam do volume do cone e da esfera. O volume do cone ¢ construido
por meio de uma relagdo com o Principio de Cavalieri, ndo se limitando somente a formula,
mas demonstrando por meio, de dois planos paralelos. No mesmo trecho, o autor relaciona o
volume do cone com a quantidade de doce de leite necessaria para preencher um canudinho de
doce de leite (tronco de um cone): essa pratica pode ser relacionada com o que os estudantes
encontram no dia a dia. Na figura 19, trata-se do volume da esfera, relacionado com o Principio

de Cavalieri e com o Teorema de Pitagoras.
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Na figura 21 esta presente uma relagdo com a historia matematica. E uma parte destinada
a apresentar contribui¢cdes de Arquimedes, fazendo uma relagdo com o cilindro e a esfera, cuja
passagem remete ao pedido de Arquimedes a seus familiares para que, quando morresse,
levassem em cima de seu timulo um cilindro e uma esfera dentro.

Nos trechos selecionados, notamos que todos os critérios que foram estabelecidos
revelam potenciais nexos conceituais.

A partir da sintese dos trechos selecionados, observa-se que o material apresenta os
nexos conceituais externos explicitamente, as formulas, defini¢cdes, exercicios e relagdes com
o cotidiano. Ja os nexos conceituais internos tém potenciais para serem desenvolvidos, mas
salientamos que essas relacdes so serdo estabelecidas se o professor explora-las na sala de aula,
criando possibilidades para que os estudantes estabelecam essas conexdes. Nesse sentido, a
pesquisa evidencia uma lacuna relacionada aos nexos conceituais internos, que ndo sio
explicitamente identificados nem explorados pelo material analisado. Com isso, os trechos
selecionados possibilitam estabelecer relacdes e discussdes que possam facilitar e compreender
conceitos de geometria. Entretanto, esse potencial ndo € suficiente, pois esses nexos conceituais
internos s6 podem ser desenvolvidos se o professor os explora-los. Assim, o material analisado

denuncia essa falta de relagdes explicitas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa teve como objetivo discutir potenciais nexos conceituais relacionados a
geometria em um livro didatico do Ensino Médio. Com isso, realizamos os seguintes passos: 1)
construcdo de um quadro tedrico que abordasse aspectos da historia da geometria relacionando
com a literatura em Educagdo Matematica, com foco na perspectiva adotada acerca do ensino
e da aprendizagem em geometria relacionada a perspectiva légico-historica e os nexos
conceituais; ii) selecdo do livro didatico a ser analisado, em que foi escolhido o livro da colecdo
Prisma, por ser o adotado no estado do Parana para o Ensino Médio; iii) construcdo dos critérios
de anélise a partir do quadro tedrico; 1v) selecdo das imagens do livro didatico selecionado; v)
analises dos excertos selecionados; e vi) sintese integradora a partir das analises realizadas.

Nas analises, foram identificados os trechos que estabelecem relacdo entre as figuras
no plano e no espago, a forma em que aparece a historia, a relagdo da geometria com o cotidiano
e em outros conceitos. Essas relacdes geralmente aparecem implicitas, precisando que o
professor e o estudante explorem esses conceitos. Ao discutir as possibilidades dos nexos
conceituais e o campo da geometria, notamos que elas podem se manifestar nos trechos do livro
didatico, mas que ndo sdo exploradas diretamente.

Essas possibilidades referem-se as relagdes entre os conceitos, como por exemplo,
correlacionar que propriedades do bidimensional podem ser articuladas e discutidas com o
tridimensional, como por exemplo a base dos solidos e as partes curvas dos solidos, que s@o
compostas por figuras bidimensionais, ¢ a rotacdo de uma figura plana (quadrado, retdngulo,
tridngulo e semicirculo) para construir um so6lido. Propor articulagdo entre a perspectiva logico-
historica pode construir, com o aluno, uma compreensdo sobre como ocorreram o surgimento
e o desenvolvimento desses conceitos. Novas exploragdes proporcionam diferentes modos de
ensino, possibilitando meios e estratégias que complementam o que € proposto no livro
didatico, como o auxilio de softwares, materiais concretos e recursos digitais que auxiliam na
visualizacdo e compreensdo dos solidos geométricos e das figuras planas. Em geral, o livro
apresenta formulas, defini¢des e exercicios, trazendo em seus trechos imagens de figuras planas
a partir das quais ¢ possivel construir s6lidos geométricos.

Embora o livro didatico seja um material de pesquisa, tanto para estudantes quanto para
professores, a partir dele ¢ possivel construir caminhos para realizar uma aula, desde que o
conteudo seja explorado e aprofundado. Portanto, o capitulo do livro didatico analisado
contribui com caminhos que podem auxiliar o professor, mas ainda percebemos lacunas, como

ndo apresentar aspectos l6gico-historicos, ndo propor ferramentas auxiliares, e trazer poucas
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relacdes com a historia da Matematica. Também se defende que ele ndo deve ser a Unica
ferramenta de ensino e aprendizagem.

Para alcangar o objetivo deste trabalho, que foi discutir potenciais nexos conceituais
relacionados a geometria em um livro didatico do Ensino Médio, foram analisados trechos do
livro a partir das categorias presentes nos Quadros 4 € 5, as quais orientaram a discussio sobre
as relagdes presentes nos trechos selecionados do livro didatico. No primeiro critério, buscou-
se identificar qual a posi¢do que geralmente aparecem as figuras dos trechos selecionados. Em
geral foi identificado, nos trechos selecionados, que as imagens presentes aparecem na posi¢ao
vertical, paralela as bordas do livro didatico, sem considerar variagdes, como rotacionar a
imagem em diferentes posi¢des e dialogar com a possibilidade em utilizar recursos, como por
exemplo, materiais fisicos ou softwares que poderiam auxiliar nessas diferentes formas de ver
o s6lido geométrico e as figuras planas.

No critério relagdes entre figuras bidimensionais e tridimensionais, foi constatado que
ha indicios dessas relagdes em dez trechos, os quais buscam conceitos bidimensionais para
construir os tridimensionais. Entretanto, em alguns trechos ndo aparecem explicitamente quais
relacdes podem ser estabelecidas, as quais sdo apresentadas, mas ndo relacionadas. Por
exemplo, na figura 8, ¢ utilizada a planificagdo de um cilindro, podendo relacionar as bases do
cilindro (circulo) e a parte curva (retangulo) ao calculo da area total desse cilindro, a partir do
calculo da area do circulo e do retangulo. Essa relagdo ndo ¢ explorada no livro didatico, mas
pode ser explorada pelo professor.

Quanto a relagdo com outros conceitos, entende-se que ha possibilidades de realizar
essas ligagdes, por exemplo, a planificacdo do cone com o semicirculo e a base do cone com o
circulo. Além disso, associa o cone a objetos presentes no mundo, como troncos de cone que
representam os cones de transito e embalagens. De acordo com Sousa (2014, 2018, 2023),
Freitas (2022) e Fabri (2022), os nexos conceituais representam essas ligagdes entre conceitos
histéricos, que sdo construidos e reconstruidos ao longo do tempo. Muitas vezes, essas ligagdes
estdo implicitas no conceito, ficando a cargo do professor relaciona-las.

Em seis trechos foram apresentadas contextualizagdes com objetos reais, como cone de
transito, latas, casquinha de sorvete, embalagens, telhado de igreja, experimentos com esfera e
construcdes. Essas relagdes com o cotidiano permitem que o estudante busque relacionar alguns
conceitos da geometria com objetos do mundo, mesmo que sejam as representacdes desses
objetos geométricos a partir de objetos fisicos que atendem caracteristicas dos objetos

geométricos espaciais (Costa, 2020).
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Com relagdo a historia da Matematica, apenas um trecho faz referéncia, de forma breve,
sobre a vida de Arquimedes. Embora os aspectos logico-historicos sejam importantes para a
construgdo dos conceitos, ainda sdo pouco explorados no livro didatico.

Nesses trechos selecionados no livro didatico, notamos que hé relagdes conceituais, e
que hé possibilidades de manifestagdo dos nexos conceituais internos a partir delas. Essas
relagdes podem ser ainda mais exploradas e presentes no livro didatico. No entanto, notou-se
que essa abordagem ainda ¢ pouco evidente, pois nesta pesquisa, verificou-se que tanto na
BNCC quanto no RCEM-PR nao foram identificadas habilidades que manifestassem trabalhar
de forma unificada o bi e tridimensional no Ensino Médio. Logo, os autores do livro didatico
estdo seguindo o que ¢ proposto nos documentos norteadores.

Com a realizacdo desta pesquisa, evidenciou-se a importincia de estudar de forma
unificada a bidimensionalidade e tridimensionalidade, pois isso proporciona construir relagdes
entre conceitos, podendo ser um facilitador de aprendizagem, j4 que promove conexdes
diretamente entre os conceitos. Estudar os conteudos de forma unificada pode ser uma boa
estratégia, pois possibilita promover uma aproximacdo entre conteudos e, assim, evitar
fragmentagoes.

Durante o desenvolvimento da pesquisa, encontramos algumas limitagdes para realiza-
la, especialmente na escassez de referéncias na literatura em Educagdo Matematica que aborda,
de maneira integrada, o bi e tridimensional e sobre os corpos redondos. Essa lacuna, inclusive
¢ observada até mesmo nos documentos norteadores, que explicitam o que se espera ou que se
planeja a partir da geometria. Em relagdo aos nexos conceituais da geometria, também foram
encontradas poucas referéncias, dificultando um estudo mais aprofundado sobre eles. Isso
reforca a necessidade de estudos que explorem essas relagdes.

Com relagdo a pesquisas futuras, sugere-se investigar se os demais livros da colecdo
proporcionam potenciais de nexos conceituais, podendo aprofundar a literatura e buscar
identificar quais nexos conceituais estdo presentes nessas relacdes e de qual maneira podem

contribuir para o ensino e aprendizagem da geometria, e igualmente da matematica.
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